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Avant Propos

La mécanique du point est ['étude cinématique ou dynamique du mouvement des points
matériels. La cinématique permet d'étudier les relations entre les parameétres du mouvement
(position, vitesse, accélération, etc.), alors que la dynamique permet de prédire I'évolution de
ces paramétres en connaissant les causes du mouvement. Celles-ci peuvent étre les
interactions de contact comme le frottement et la poussée, ou a distance comme ['attraction
gravitationnelle et les interactions électromagnétiques. Toutes ces interactions sont modélisées
par un objet physique unique: la force. Ainsi, en connaissant la force subie par le point
matériel a tout moment, il est possible de prédire le mouvement.

Pour cela il est nécessaire de définir un référentiel, c'est-a-dire un repére de l'espace et
une référence pour le temps (une horloge). Un point matériel est alors la donnée de guatre
parameétres : trois coordonnées (x,y,z) permettant de le repérer dans l'espace, et une masse
m. En pratique, cet objet représente soit un objet de petite taille (particule, petite bille, etc.),
soit un objet de grande taille pour lequel on néglige les effets dus a cette taille, comme la
rotation sur lui-méme. Dans tous les cas, on appelle cet objet le mobile. On s'intéresse alors
uniquement au mouvement du centre d'inertie ou barycentre de ce mobile.

Il est intéressant d'étudier un tel mouvement dans les cas statique et dynamique. D'une
part, un point matériel est immobile dans un référentiel % si sa vitesse est nulle dans .
D'autre part, si la somme des forces s'exercant sur le mobile est nulle, celui-ci a un
mouvement rectiligne uniforme. Si ce n'est pas le cas, il existe une accélération qui entraine
une modification de la vitesse. Ceci est étudié en détails dans le chapitre de la dynamique du
point. Dans ces deux cas, on peut résumer les principales caractéristiques du comportement
de tels mobiles par les lois du mouvement de Newton. Celles-ci montrent par exemple que
dans le vide, tous les objets en chute libre présentent le méme mouvement (ceci devient faux
lorsque intervient le frottement de I'air).

La mécanique du point, malgré son apparente simplicité, permet d'établir des
comportements généraux importants comme le mouvement a force centrale, la mécanique du
solide, la mécanique des fluides et la mécanique des milieux continus.

Ce polycopié représente un support de cours de mécanique du point matériel. Il est
destiné aux étudiants du premier semestre des filieres SMP, SMC et SMA. On souhaite que les
étudiants trouveront dans ce support un bon outil de travail qui leur permettra de combler les
éventuelles lacunes qui peuvent avoir lieu lors de la prise des notes pendant l'explication du
cours ou des travaux dirigés par leurs enseignants.

Ce polycopié n’est qu’un complément de cours. Il ne pourra, en aucune fagon, dispenser
I’étudiant de sa présence en cours.
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| Chapitre I | Rappels et Compléments Mathématiques |

Dans ce chapitre on donne quelques outils mathématiques nécessaires au
développement des calculs lors de I’étude du mouvement d’un point matériel.

I. Notion de vecteurs
I. 1. Définition
Le vecteur est une grandeur qu’on ne peut caractériser que par les quatre propriétés
suivantes :
- module (intensité, norme)
- support (direction)
- sens
- origine et extrémité
On distingue trois types de vecteurs :
Exemples:

ABest un vecteur d’origine A et d’extrémité B, de sens de A vers B, son support est la droite
(AB) et de module HEE&H = AB, distance entre A et B.

I. 2. Vecteur lié

Un vecteur lié est un vecteur dont le support et le point d’application sont fixes. Ce
vecteur n'a qu’une représentation possible.
Exemples : Vecteur vitesse, forces appliquées a un point matériel.

I. 3. Vecteur glissant
Un vecteur glissant est un vecteur caractérisé par son module, son sens et son support.
On peut glisser ce vecteur sur son support sans changer son effet physique.

1. 4. Vecteur libre

Un vecteur libre est un vecteur dont le support et le point d’application ne sont pas
fixes. Il existe alors une infinité de point de configuration de ce vecteur dans I’'espace. Toutes
ces représentations vectorielles sont équipollentes a ce vecteur.

Remargues :

- Toutes les grandeurs vectorielles dépendent de repéres d’observation (exemples :
vitesse, accélération...).

- Les grandeurs scalaires ne dépendent pas des repéres d’observation (exemple :
masse, température...).

I1. Repérage d'un point matériel dans l'espace et dans le temps
La connaissance du mouvement d’un point matériel revient a la connaissance de sa
position en fonction du temps.

I1.1. Repérage de l'espace du temps
Il est indiqué par une horloge et dont I'unité de mesure du temps est la seconde (s).

I1.2. Repérage de l'espace des positions

Il est défini par un repére et un systéme de coordonnées.

Un repére d’espace ou triedre est un ensemble de trois axes non coplanaires
(n‘appartiennent pas au méme plan) (Ox), (Oy) et (Oz). Le point O est appelé origine du
repéere noté R(O, x, y,z). Si les axes (Ox), (Oy) et (Oz) sont perpendiculaires (normaux) deux
a deux ((Ox)L(Oy), (0Ox)L(0z) et (Oy)L(0z)), le repere R est dit trirectangle. Si les axes (Ox),
(Oy) et (Oz) obéissent a la régle du tire-bouchon, le repere R est dit trirectangle direct.

Regle du tire-bouchon :

Le tire-bouchon se déplace dans le sens des z > 0, quand |'axe (Ox) est amené a se

déplacer vers I'axe (Oy).
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Remargue : I'ensemble d’un repére d’espace et d’un repére du temps constitue un référentiel.

I1.3. Notion de base d'un repere d’espace
Sur chaque axe du repére #(0, x, y,z), on définit un vecteur unitaire (de module égale
a 1) indiquant l'orientation de l'axe.

Soient 7, j et k des vecteurs unitaires portés, respectivement, par les axes (Ox),

(Oy) et (Oz). Donc le systéme (7, j, k ) forme une base orthonormée directe du repére %(O, x,

Y,Z).
Dans tout ce qui suit on s’intéressera aux bases orthonormées directes, c'est-a-dire les
vecteurs de cette base sont orthogonaux entre eux, unitaires et forment un triedre direct.

Remarque :
Tout vecteur v de l'espace vectoriel s’exprime d’'une maniére unique dans une base. Si

(i, ],k) est une base, alors v _v1/ +v2] +v3k vy, vV, et vz sont les composantes de v,

respectivement suivant i , ] et k.

I1.4. Représentation d'un vecteur
11.4.1. Dans le plan

Soit (xoy) un plan muni de la base (7,]) et soit M un point appartenant a ce plan.

YA M, :Projection orthogonale de M sur I'axe (Ox).
M ﬂ:Projection orthogonale de M sur |I'axe (Oy).
My OM = OM,, + OM, = OM,i + OM, j
y OM, =x, OM, =y
ik : OM = xi +yj = (;)U =x v);
fo) ? X /\:4X > X xet y sont les composantes de M. On écrit donc M(x,y).

11.4.2. Dans l'espace

Soit R(O, x, y,z)un repére muni de la base orthonormée directe (7, ],IZ) et soit M un
point de I'espace. K
H : Projection orthogonale de M sur le plan (xOy) M

(MH)//(0z) , (MH) L (xOy)

L | %% M
OM = OH + HM = OM, + OM,, + OM, //

e O
OM = xi +yj + zk = Z =(xy 25 § % J

i,Jk
X, ¥, Z sont les coordonnées de M dans la base M “‘
(/,],k ). Donc on écrit M(x,y,Zz).

i



II1. Opérations sur les vecteurs
Soient U =uqi +uUyj+usk, V=vyi +Vv,j+Vv3zk et W =wyi +w,j+wszk trois vecteurs

quelconques de l'espace exprimés dans la base orthonormée directe (7, j, k).

II1.1. Addition

II1.2. Multiplication d’un vecteur par un scalaire
Al = AUyl + AuyJ + Ausk

III1.3. Produit scalaire
Le produit scalaire de U et v est le scalaire défini par :
UeV =UyVy +UyVy + u3v3

God=0® =" = v +u;? +uy?

Le module du vecteur @ sera défini par : || = \/ul2 +Uy% +Us?
Le produit scalaire de 4 et v peut étre défini par :

G e = |7 cos[fl . vj
L'angle formé entre les vecteurs U et v est donné par :

[U j \7] Ar cos| —— | = Ar cos
H%MH NPT VENEIE

Remarques :

-Siuetv sontnonnuls: d.lv = 0.

S:x
<i

-Siiev =0=>0G=0o0uv=0 ouUJ_
- U 7:(u1/+u21+u3kXII+OJ+OIZ) us, a-j:(u17+uzj+u3/2Xof+1j+oE):
E:(u1/+u21+u3kX0/+OJ+1k) Us

- Si A:A1/ +A21+A3k un vecteur non nul, on peut lui faire associer un vecteur
A Alf + Azj + A3/2
HAH JAZ + A2 + A

- Le produit scalaire est invariant par tout changement de base. C'est-a-dire si 4 et v
sont exprimés dans deux bases différentes (i, j, k) et (i',j, k') :

unitaire B défini par : B =

G=uUyi +Uyj+Usk =uUji"+Uyj +usk!, V= vii +Va] +V3k =Vii'+vyj +Vvik'
oNn aura UeV =UqVy +UyV, + U3V =UjV] + UV, +U5vs. Alors on dit que le produit scalaire
constitue une propriété qui décrit la conservation de la longueur dans |'espace.

- Pour calculer le produit scalaire de deux vecteurs quelconques, il faut exprimer ces
deux vecteurs dans la méme base.

II1.4. Produit vectoriel
Le produit vectoriel de deux vecteurs 4 et v est le vecteur noté U Av et caractérisé

. —-A_.
sinl U ,v

- sa direction est perpendiculaire au plan formé a la base de 4 et v (U A
- son sens est tel que le triédre (4, v, U A V) est direct.
Ce produit vectoriel peut étre exprimé par :

par :

- son module : g A V| = [d] |V]

<i
|_
)y
C
>
<i
|_
<i
A



UnV=lup A Vs = (Upvs —usvy ) = (Ugvs —uzvy)j + (v, —upv K
u Vi ik
Propriétés :
- U AV =-V aU(anti commutatif)
- @HV)AW =G AW+V AW
- AU AV =T AW = A(d A V)
- G A AwW) = (J A V)W (non associatif)
Remarques :

<i

- |@ A V| est Iaire du parallélogramme formé par 4 et

-Sidetv sontnonnuls: 4//Vv @ uaAv=0

-SiiAv=0=0Gd=00uv=0o0udid//v.
- Pour la base (7,j,k), ona:

Rl Rai =T e -] -1

.

7-]:7-/2:]-/2:0,7Aj:k,
Exemple :

1 0
inj=0 A 1 —(0x0-0x1) —(1x0-0x0)j +(1x1-0x0)k =k
0 0

II1.5. Double produit vectoriel
Le double produit vectoriel des vecteurs 4, v et w est un vecteur défini par :
GAAW)=(Gewl —(Gevw

et appartenant au plan (V, w).

II1.6. Produit mixte
Le produit mixte des trois vecteurs 4, v et w, dans cet ordre, est un scalaire noté
(EI, v, VT/) et défini par :
(@,v,w)=deAw)
Toute permutation circulaire des vecteurs U —v -»w laisse invariant le produit mixte
c'est-a-dire (d,v,w)=(vV,w,d)=Ww,d,v).
|(L7, v, VT/] = |L7 . (\7 A VT/] est le volume du parallélépipede formé par 4, v et w :

3

IV. Fonction vectorielle
IV.1. Cas d'une fonction a une seule variable
IV.1.1. Définition
A chaque variable x, on fait associer un vecteur 4, alors on définit une fonction
vectorielle d(x) c'est-a-dire x— u(x)
Dans une base orthonormée directe (7, j,/Z),U(X) est défini par les trois composantes

qui dépendent de x : d(x) = u; (x)i + uy(x)7 + us(x)k



IV.1.2. Dérivée totale par rapport a une variable
Soit ¢ une fonction vectorielle qui dépend d’une variable donnée, par exemple le temps
t, tel que d(t)= OM(t), O étant un point fixe et M un point matériel décrivant une trajectoire

(C) quand le temps varie.
A l'instant t + At le point M occupe la position M’ c'est-a-dire

OM(t + At) = G(t + At) = OM’
La dérivée de El(t) par rapport a t est un vecteur

défini par :
diift) _ fim u(t + At) - a(t)
dt 4t —0 At
On a dlt + 4t) - d(t) = OM' — OM = MM’ donc

da(t) _ ... MM’ _ dOM
dt a0 At dt

Si At tend ver 0, M’ est trés proche de M et le vecteur MM’ sera tangent en M a la courbe (C)
et par conséquent le vecteur dsg ) deviendra tangent en M a cette courbe.

Remarque :
La dérivée dggt) n‘a de sens que dans un référentiel. Alors on écrit diu/(t; , lorsqu’on

dérive U dans R, tout en gardant les vecteurs de la base de R comme des constantes.

1V.1.3. Propriétés de la dérivée
du

- i =cte L
u ce/SR—>dt/SR 0

- o) = cte = 0 - 99O | )
dat /R

_ dlaft) +vit)] _ da(t)  dv(t)
dt/®  dt/® dt/%

d[“‘j(t)JrﬂV(t)] =« da(t) + B d\7(t) (a et B sont des constantes)

dt /R dt /R dt /R
Eft)ugg ] _ f(t )dt /(91 (t)ﬂ (f(t) est une fonction scalaire)

_ dlae)vit)] 7(t) dat) U(t)L(t)

dat /R dat /R dat /R

_dla()avie)]  dale) V() + i) n dv(t)

dt /R dt /R

IV.1.4. Différentielle totale
La différentielle totale d’'une fonction vectorielle a une seule variable t, d(t) est
exprimée par :

~ _ _ ou
dult)=ult + dt)-ult)= dt
()= e+ at)- cit) - =2
, . . . . du ou
(dans le cas d’une fonction vectorielle a une seule variable on a = )
dadt/®R® ot/ R

IV.2. Cas d’une fonction a plusieurs variables
Les fonctions vectorielles a n variables peuvent étre considérées comme les données de
p fonctions scalaires de n variables :

F(X].IXZI"'/XI’I) = F(fl(X1/X2/'-'/Xn)/ fZ(Xll XZ/"-/Xn)/"-/fp(Xll X2/"'/Xn))

10



IV.2.1. Dérivée partielle par rapport a une seule variable
La dérivée partielle de f par rapport a une variable x; est la dérivée par rapport a
cette variable tout en considérant les autres variables (x;,i # j) comme des constantes. Elle

est notée : — of
aX_] Xj=cte

i%j

1V.2.2. Différentielle totale
La différentielle totale d'une fonction vectorielle a n variables, f(xl,xz,...,xn) est
exprimée par :

Exemple :
Soit f(x,y, z) une fonction vectorielle & trois variables définie par :

fx,y,z)=x% +yj+xzk .

df = of ax + i dy + o dz
ox oy 0z
y,z=cte X,zZ=cte X,y=ct
ona L _oxi+zk, o -7, I _ XK alors df = 2xdxi + dyj + (zdx + xdz)k
ox 5)/ 0z

V. Equations différentielles
V.1. Equations différentielles du 1°" ordre
Une équation différentielle du premier ordre est une relation sous la forme :

( x(t), dx(“ ] 0

avec x une fonction de t.
Exemple : %+3x—t2 =0
La résolution de cette équation revient a exprimer x en fonction de t en tenant compte

des conditions imposées (conditions initiales).

V.2. Quelques types d’'équations différentielles du 1°" ordre
V.2.1. Equations différentielles a variables séparées (ou séparables)

si f(t x(t), dx(t)

uniqguement de t et g(x) une fonction uniqguement de x, on di
différentielle a variables séparées.

ax _ &(% > gl = hltlt - [ hiekt = [ alxkdx = H(E)= G(x)+ C

dt
H et G sont respectivement les fonctions primitives de h et g.

j 0 peut se mettre sous la forme —X = (—) ol A(t) est une fonction
t

que l'on a une équation

Exemple :
d_x_1—x=0 ax 1- X dx _ dt —In 1 _In(L+t)+C
a1+t dt 1+t 1-x 1+t 1L - x|
Si x(t = 0)=0, on aura C = 0 et on obtient x =1+ Tt
+
V.2.2. Equations différentielles homogénes
Si f(t x(t), dx(tt)) 0 peut s’écrire sous la forme % = h(%], alors cette équation est

dite homogeéne.
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X 2
d ax e
tx—X—(t2+x2):0—>—:—

dt at = x
t
. X dx du dx 1+u? du 1+u? du 1
Sionpose u=>,ontrouve — =U+t— et — =—— S U+t— =" Ht—— ==
t dat dt dt u dat u at u
2
IR N %:/n(t)+c = x2 = u2t? = (2/n(t)+ Ck2 = x = ty2/n(t)+ C

V.2.3. Equations différentielles linéaires
Une équation différentielle est dite linéaire s’elle est sous la forme :

I (t) = gle).

dt
Exemple :
On détermine la fonction x(t) pour que %—% =t2 avec x(1) = 1. Pour déterminer
x(t), on procéde de la maniére suivante :
- On résout I"équation sans second membre c'est-a-dire % —% =0

Cette équation est une équation a variables séparées et sa solution générale est
Xx(t) =Ct (C est une constante a déterminer).

- On remplace la constante C par la fonction C(t) dans |I'’équation avec second membre.
(méthode de la variation de la constante)

%—ﬁztzeﬁ—gztz—n‘d—c+C—C=t2—>dC=tdt—>C=lt2+k (k est
dt t dt t dt 2

une constante).

- La solution générale est donc x(t) = %t3 + kt

- La condition initiale impose k =%

- La solution unique est x(t)= %t3 +%t

V.3. Equations différentielles du 2°™ ordre
Une équation différentielle du deuxiéme ordre est une relation sous la forme
2
fle, x(t), ax(t) ) d x(t)
dat dt?
Le cas particulier de telle équation s’écrit sous la forme suivante :
2
d-x(t) 23 dax(t)
dt? dt

} = 0 avec x une fonction de t.

+ bx = f(t) (a et b sont des constantes par rapport au temps t).

V.3.1. Procédures de résolution
La détermination de la solution x(t) se fait en deux étapes :
- On cherche la solution générale x4(t) de I’équation sans second membre :
d?x(t)
dt?
- On cherche une solution particuliére x,(t) de I’équation avec second membre.
La solution x(t) est alors la somme des deux solutions x(t) = x4 (t) + X, (t)

+2a d);(tt) +bx =0 = x,4(t)

V.3.2. Recherche de la solution générale de I’équation sans second membre
L’équation caractéristique de telle équation s'écrit r? + 2ar + b = 0. Selon le signe du
discriminant réduit 4’ = a®> — b trois cas peuvent se présenter :

12



- Cas ol a® > b
r ,=-atva’ -b = x,(t)= C, exp(ryt)+ C, exp(r,t) (c, et c, sont des constantes)

-Casou a% <b
r, ,=-ativa? -b = x4(t) = exp(- at)k, expliot)+ k, exp(- ict)]
= exp(- at A sin(wt) + B cos(wt)|

i =-1,0 =Vb - a?, A et B étant des constantes.

-Casol a2 =b
nh=rn=-a= x(t) = Cexp(— at) ne peut pas étre une solution générale parce qu’elle ne

dépend que d’un seul parameétre arbitraire C (I’équation est de 2™ ordre). On cherche alors a
satisfaire I’équation sans second membre avec une fonction de la forme x(t) = C(t)exp(- at).

Donc la solution générale de I’équation sans second membre dans le cas ou
a’> =b (4 =0) estdelaforme : x,(t) = exp(- at|At + B) (A et B étant des constantes).

V.3.3. Recherche d’une solution particuliére de I’équation avec second membre
Remarquant que l'on peut mettre la solution générale de I’équation sans second
membre x,(t) sous la forme x(t) = C;x; + C,x, oU x; et x, sont deux solutions linéairement

indépendantes de |'équation sans second membre et C; et C, des constantes arbitraires.

Pour trouver des solutions particuliéres, on utilise la méthode de la variation des
constantes qui consiste a considérer C; et C, comme des fonctions de t qu’il faut déterminer.

Dérivons x(t) = C;x; + C,x, par rapport au temps :

X'(t) = C;x7 +Cyrx5 +Cix; + Chx,

Choisissant C; et C, de maniére que soit satisfaite I'égalité Cjx; + C,x, = 0. Ceci étant,
la dérivée premiére x' devientx'(t) = C,;x}; + C,x5 . Dérivons maintenant cette expression, on
trouve:

X"(t) = C;x; +Crx5 +Cixy +Chx), .
Substituons x, x' te x” dans |I’équation avec second membre, on obtient :
C,(xy +2ax} + bx;)+ C,(x5 +2ax}, + bx,)+ Cixy + Chxy = F(t)
X; et x, sont des solutions de I'équation homogéne, alors cette derniére égalité s’écrit :
Cixy + ChHxh = f(t)
Ainsi, x(t) = C,x; + C,x, est une solution de I'’équation avec second membre pourvu
gue les fonctions C; et C, satisfassent aux équations :
Cix; +Chx, =0 et Cix; +Chxy = F(t).
En résolvant ce systéme, on trouve C% et C» comme fonction de t :
Ci = g1(t), C3 = g5(t)
On trouve en intégrant :

Cr = [aultkt + ki, C; = [ gy (0ht + ks

ou k; et k, sont des constantes d’intégration.
En substituant ces deux dernieres expressions dans x(t) = C;x; + C,x, , on trouve une

intégrale dépendant de deux constantes arbitraires k; et k, c'est-a-dire la solution générale de
I’équation avec second membre.

Exemple :
. ;. ) . x'
On cherche la solution genérale de I'équation x" e t

’

uati X"-—= uti rale x = +
L'équation homogene x” ; 0 admet comme solution générale Cit? +C,

Pour trouver une solution particuliere on considéere C; et C, comme des fonctions de t
satisfaisant le systéme suivant :
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Cix; +Chx, =0 et Cjxj +Chxh =t
qui admet comme solutions :
1

Cil=-et(C;, =-
1 2 2

ltz
2
et par intégration :

t 1 5
Ci=—+kjetC,=-=t+k
1 2 1 2 6 2
Substituant ces deux expressions dans I’équation x = C;t? + C,, on obtient la solution

’

. . . . X
génerale de I'équation de x” e t sous la forme :

x = kit? + Ly k, (ki et k, sont des constantes arbitraires)
3

VI. Systéme de coordonnées
Selon la nature de la trajectoire d’un point matériel, sa position peut étre repérée par
I'un des systémes de coordonnées : cartésiennes ou cylindriques ou sphériques.

Soient R(O,x,y,z) un repére muni d’'une base orthonormée directe (7,],E ), M un point
a repérer, N la projection de M sur le plan (xOy) et z sa projection sur I'axe (0z).

VI.1. Systéme de coordonnées cartésiennes

E“

z

i Les variables x, y et z définissent d’'une manieére
unique la position de M par rapport a % tel que
—0 < X <40, —0 <y <400 et —o <z <+, Elles

sont appelées les coordonnées de M dans le
repére cartésien R(0,x,y,2).
OM = xi +yj + zk est le vecteur position de M
dans R.
Le systéme (7, i, IZ) constitue la base
cartésienne.

7)) <
<

VI.2. Systéme de coordonnées cylindriques
Le point M de coordonnées x, y et z peut aussi étre repéré
d’'une maniére unique par les variables p, ¢ et z définies par :

-

,(p:(&fﬁvj et z=NM telque p20, 0<p<2r

et 0 <z < 4mw.
M(x,y,z) < Mlp, p,2)

Les variables p, ¢ et z représentent les coordonnées :
cylindriques du point M. s

Aux coordonnées p, ¢ et z on fait associer la base | je e ZT &
orthonormée directe (ép,é(p,éz) appelée base cylindrique tel o v ("=y
que: N g,
€, = ON_ \ecteur unitaire porté par ON . 7

ON X

e_ vecteur unitaire perpendiculaire a ép et appartenant au plan (xOy) (ép et é(p e (x0y)).

4
€, vecteur unitaire paralléle a I'axe (0z) (e, = k).

Remargues :
- Quand p varie, ¢ et z sont constantes alors M décrit une droite parallele a (ON).
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- Quand ¢ varie, p et z sont constantes alors M décrit un cercle de rayon p et dont le
centre appartenant a I'axe (0z).

- Quand z varie, ¢ et p sont constantes alors M décrit une droite paralléle a (Oz).

- Quand M se déplace dans l'espace, €, et €, changent, donc la base (ép,éq,,éz) est

une base mobile.

- Le systéme de coordonnées cylindriques est utilisé dans le cas des problemes ayant
des axes de symétrie.

- Un vecteur quelconque peut s’exprimer dans la base (ép,é(/,,éz) de la maniere

suivante :

v=v,e,+v,e,+v,e, avecv,, v, et v, les coordonnees cylindriques de v .

Relation entre les coordonnées cartésiennes et cylindriques :
Les vecteurs i, j, ép et éw appartiennent au méme plan (xOy). =

€, = cos(p)i + sin(p)j ko )
é, = —sin(p)i + cos(p)j € J
€, =k

Le vecteur position de M est exprimé par : v

OM = ON + NM = pé, + 2€, = pcos(p)i + psinlp)j + zk = xi +yj + zk

Donc la relation entre les coordonnées cartésiennes et cylindriques est :
x = pcos(p) et y = psinlp)

Cas particulier : Coordonnées polaires
Si z est contant (M se déplace dans un plan), la position de M est repérée uniquement
par p et 9. Donc dans ce cas, ces deux coordonnées sont appelées les coordonnées polaires de

J R
A e o — —
S o €,,€,) : base polaire
= W/]H : rayon polaire
1% AM Y H yon p
P _7"oml - i
Q= (/ , OM] : angle polaire
() . OM = pcos(p)i + psin(p)j = xi +yj
X >
VI.3. Systéme de coordonnées sphériques z
Le point M de coordonnées x, y et z ou p, ¢ et z peut aussi A
étre repéré d’'une maniére unique par les variables r, g et k

o définies par : r = HW

, e[o—wj et ¢(o—xﬁj
telque r>0,0<0<r7z et 0<p<2r.
M(x,y, z) < M(r,0,p)

Les variables r, 9 et ¢ représentent les coordonnées
sphériques du point M.

Aux coordonnées r, 6 et ¢ on fait associer la base
orthonormée directe (é,,ég,éw) appelée base sphérique

tel que :

5 - OM vecteur unitaire porté par OM.

r = j—
[or

€, vecteur unitaire perpendiculaire a €, et appartenant au plan (IZ,O—M).
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€, vecteur unitaire tel que la base (é,,ég,é(p) soit directe ou bien €, =€, A €,.

Remargues :
- Quand r varie, 9 et ¢ sont constantes alors M décrit une droite paralléle a (OM).

- Quand ¢ varie, r et 6 sont constantes alors M décrit un cercle de rayon p = r sin(0) et
dont le centre appartenant a I'axe (0z).

- Quand @ varie, r et ¢ sont constantes alors M décrit le demi cercle méridien de rayon r
et de centre O.

- La base (é,,ég,éq,) est une base mobile.

- Le systéme de coordonnées sphériques est appligué dans le cas des problémes
présentant une symétrie sphérique autour d’un point que I'on prend comme origine d’un repere

- Un vecteur quelconque peut s’exprimer dans la base (é,,ég,éq,) de la maniére
suivante :

V=VE +V,E,+V,E, avec v, v, et v, sont les coordonnées sphériques de v .

Relation entre les coordonnées cartésiennes et sphériques :

Les vecteursalz, €, €, et €, appartiennent au méme plan hachuré (IZ,O_/\;I).

X

e
p €. = cos(0)k + sin(0),,
® )
T ) ] )
€, = —sin(0)k + cos(0)E,

€

Ona €, = cos(p)i +sin(p)j donc &,,€, et €, s'écrivent :

€, = sin(6)cos(p)i + sin(6)sin(p)j + cos(6)k et &, = cos(6)cos(e)i + cos()sin(p)j — sin(6)k
€, = —sin(p)i +cos(p)j = €, A&,

Le vecteur position s’écrit :
OM = ré, =rsin(9)cos(p)i + r sin(6)sin(p)j + r cos(0)k = xi + yj + zk
La relation entre les coordonnées cartésiennes et sphériques est :
x = rsin(0)cos(p), y = rsin(0)sin(e) et z = r cos(9)

VII. Vecteur déplacement élémentaire
Le vecteur déplacement élémentaire et la différentielle totale de la fonction vectorielle

W/I(a,ﬂ, y) C'est-a-dire dOM . L'expression de doM dépend du systeme de coordonnées utilisé
(dﬁ/l =MM', M’ est trés proche de M)

En coordonnées cartésiennes : dOM = dxi + dyj + dzk

En coordonnées cylindriques : dOM = dp€, + pdpé, + dzk

En coordonnées sphériques : dOM = dré, + rdoé, +r sin(6)deé,

VIII. Eléments de surface et de volume 4
En coordonnées cartésiennes : k dy M
11 A
2 J....,_... dz
Elément de surface : ds = dxdy L

.y

Elément de volume : dv = dxdydz
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En coordonnées cylindriques :

Elément de surface : ds = pdedz

Elément de volume : dv = pdpdedz

En coordonnées sphérigues :

Elément de surface : ds = r? sin(0)dody

Elément de volume : dv = r2dr sin(0)déd

IX. Opérateurs mathématiques
IX.1. Opérateur gradient

Le gradient d'une fonction scalaire f est une fonction vectorielle notée gradf
I'expression dépend du systéme de coordonnées dans lequel la fonction f est exprimée.

En coordonnées cartésiennes :

f(x,y,z) - gradf _a—f/ +ij+a—f/2
ox oy oz
En coordonnées cylindrigues :
— of - 1 of - of -
flo, 0,2z radf = —e, +——e, +—e€
(o0, 2)> g 05t s e T o G

En coordonnées sphérigues :

of - 1of - 1 of -
f(r,0,p) - gradf = a—e o — &, + Fsinld) o 7

Le gradient de f peut étre exprimé par

gradf = Vf
ol V est le vecteur nabla dont les composantes sont définies par :

K 2 K
oX op or

ﬁ = i , 6 = li et ﬁ = li
oy p 0p r o0
o [ 3¢ oz = = 1
- = —/le,, e ,e
oz /(I/.]/k) aZ/(ep/e(p/ez) rsin(ﬁ)a(p/(' 0 )

IX.2. Opérateur divergence
La divergence d’une fonction vectorielle f est le scalaire défini par :

17
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divf =V e f

IX.3. Opérateur rotationnel
Le rotationnel d’une fonction vectorielle f est le produit vectoriel défini par :
rotf =V A f

Remargues :
- Pour calculer divf et rotf , il faut exprimer f et V dans la méme base.

- Si f est une fonction scalaire définie en M, alors df = gradde—M (voir TD 1).
- Quelque soit la fonction scalaire f, on a Ef(gradf)z 0.

- Si rotf =0, il existe une fonction scalaire g telle que f = gradg . On dit alors que f
dérive d’un potentiel g.

Exemple :
Soit f une fonction vectorielle définie par : f=xi+ y]' + zk . On calcule divf et rotf .

f est une fonction vectorielle exprimée dans la base cartésienne (i, i, k), donc pour

calculer divf et rotf , on exprime le vecteur V dans cette méme base.

Les composantes de f dans la base (/,],12) sont :
fe=x,f, =y etf,=z
Alors, on obtient :

e -z 0+ 0 = 0 =)+ - -\ of, of, of
divf =Vef =|—j+—j+—kl|fi+f fok)l="X4 Y 72 _3
(ax +6yj+az J(X +y]+z) x oy | ez
0
< f
ox X
—_— . = of, \- - of, -
rotf = A F = |- A f, | D Ay [ Tz [Ty O
oy oy 0z oX 0z 15)¢ oy
0
< f
oz AT

=0/ -0j+0k=0

Alors f dérive d’un potentiel g tel que f= gradg .
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| Chapitre II | Cinématique du Point Matériel |

La cinématique du point matériel est définie comme I’étude du mouvement d’un point
matériel, indépendamment des causes qui le produisent.

La notion du mouvement est relative, puisqu’elle est dépendante d‘un repere par
rapport auquel elle est définie.

I. Définitions
I.1. Point matériel

Un point matériel est un objet dont la forme et la dimension sont négligeables lors de
I’étude de son mouvement. Seule la position du centre de masse d’un point matériel est a
considérer. A chaque instant (t), il est repéré par trois coordonnées : (x,y, z) ou (p, o, z) ou

(r,0,0).

I1.2. Trajectoire

La trajectoire est I'ensemble des positions successives occupées par un point matériel
au cours de son mouvement. Sa nature reste toujours relative a un référentiel.
La position du point matériel sur sa trajectoire (C) est repérée par le vecteur position

—_—

oM.

Le fonctions x(t), y(t) et z(t) représentent les équations horaires du mouvement de M
dans le repere R(0,7, j, k

En général, pour déterminer la nature de la trajectoire de M par rapport a SR(O, i,J, E),
on détermine les fonctions scalaires x(t), y(t) et z(t), puis on détermine une relation liant ces
fonctions sous la forme f(x(t), y(t), z(t)) = O et en déduire la nature de la trajectoire.

Exemple :
M un point matériel en mouvement dans le plan (xOy) tel que: x(t)=Rcos(wt),

y(t) = Rsin(wt) et z(t)=0.
kA
S x2(t)+ y2(t) = R? cos?(t) + R? sin?(t)
- R2(cos?(t) + sin?(t)) = R
Cette relation est |I'’équation caractéristique d’un cercle

de rayon R et de centre 0(0.0). Alors la trajectoire est
un cercle de rayon R et de centre O.

I.3. Dérivée temporelle d’un vecteur par rapport a un référentiel

La dérivée temporelle d’un vecteur quelconque A par rapport a un référentiel R est la
dérivée par rapport au temps et par rapport a R tout en gardant les vecteurs de la base de R
dA

dt /R’

comme des constantes. Elle notée

Exemple :
ER(O, i, ],k) et SRl(Ol,lTl,jl,kl) deux référentiels orthonormés directs.

A un vecteur quelconque tel que A = xi; +yj; + zk; (x = x(t), y = y(t), z = z(t)).
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dA _dlxiy +yiy +2ky) _dx - diy dy . 4,  dz - dk,

. = — 4+ —k, +Z
dt / %, dt / %, at X ge w Tae T e w T ae < T i e,
. . _ di dj dk -
i1, j1, Kk, ) est la base de R, don ceci se traduit par L = L = 1 _0.
i Gookr) ! Pal Gt /%, —dt/m,  dt /=%,
o . dA dx; dy:  dz =
Cette dérivée devient alors : —— = — D5 LR X zk
dt /®,  dt I+ dt Ji+ dr <1 1+ yJ1 + ZKy
dA d(XI1 + Y, + zkl) ax - di dy - dj, dz - dk,
=—i  +X +——Jji1+y —ky +2
dt/‘R dt /<R dat at/® dt dt/‘ﬁ dt dat /<R
gA_ _ Xiy +yj, + z'lz1 + X di; + dj, +z dk,

ac/n Yar wm TPt/ w
di, dj, ot dk,
dt /R dt/ R dt /R

T dt/n

Pour calculer les dérivées , on exprime les vecteurs i;, j, et

k, dans la base (7, i, IZ).

I.4. Vecteur vitesse instantané d’un point matériel
Dans un référentiel R, le vecteur vitesse instantané est défini par :

V(M /)= 9OM

dt /R
olu O est un point quelconque fixe dans .

Le vecteur vitesse est toujours tangent en M a la trajectoire et dirigé suivant le sens du
mouvement.

I.5. Vecteur accélération instantané d’un point matériel
Dans un référentiel R, le vecteur accélération instantané est défini par :*

av(M /%) d’OM

7(M / R) = T

ou O est un point quelconque fixe dans R.

II. Composantes des vecteurs vitesse et accélération

On désigne par ER(O, i, ],k) le repére cartésien supposé fixe.

L'expression des vecteurs vitesse et accélération dépend de la nature du repére
d’étude.

I1.1. Expressions en coordonnées cartésiennes

Le vecteur position est donné par oM = Xi +yj +zk. Les dérivées temporelles des

vecteurs i, j et k par rapport & ® sont nulles. Alors les expressions des vecteurs vitesse et
accélération s’écrivent :

V(M/m):dio/’;:x7+yj+zk
et
) av(M/®)  d*OM - = .-
M/R)= = =Xi +yj+zk
dx . dy . dz . dx . dy dz .
aveC —=X,—=y, —=2,—=X,—=y et =z
dt dt dt dt dt dt
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I1.2. Expressions en coordonnées cylindriques
Dans la base cylindrique, le vecteur position OM, sécrit : OM = pe, + z€, .
Le vecteur vitesse s’exprime :

om dlpé, +zé dé . 5
(M /ER) domM__ (pep ) dp +p 2_ 4 Eez +z de,
dt/®  dt/®  dt € dat /% dt dt /R
de, de,

= pe ze z
Pep + 28z Pt w TP/ w

=pép+p¢')é¢,+z'é

de, d(COS((o)# + sin(p) ]) e, =
avec YT -gsin(p)i + ¢ cos(p)j = (p[ sin(p)i + cos(p )]] pe, e dt/iR =0
Le vecteur accélér(ation s’écrit : )
_ avim /%) _d\pe, + pge, +ze;) de, de, ..
M) = - =
7(M /%) T Y oo+ b ge gt PP+ PRy + pp gl + 26,
_:bép +p(pe(p +p(pe(p +p(rbé(p _p¢2é +Zez
(5 - poE, + (2pp + PR, + 78,
dé,  dl- sin(p)i + coslp)j) . S s ]
avec — ol a7 = —pcos(p)i — ¢ sin(p)j = —(p[cos((p)/ + sin(p) ]] = —¢e,
Remargue :
En coordonnées polaires les vecteurs vitesse et accélération s’écrivent:
V(M /%)= 8, + piE, et #(M /%)= (5 - p3? B, + 206 + piE, (2=2=0)
I1.3. Expressions en coordonnées sphériques
En coordonnées sphériques, le vecteur position O_IVI, s'écrit : OM = re, .
Le vecteur vitesse s’exprime :
V(M /%)= doM d(re ) ﬂér o de, R 4 r de,
dt /R dt/®R dt dt /R dat /R
= ré, +réé, + rgsin(0g,
dé d(cos(&)E + sin(0)é ) . L
avec . /rSR = Y £2 = -6sin(0)k + 6 cos(0) , + ¢ sin(0), = 66, + ¢ sin(0)e,
Le vecteur accélération s’écrit :
~ d .- 66 .. 9 —
M /%) = dv(M /%) _ (&, + réé, + r¢ sin( )e(p)
dt /R at /R
e . de L . . de TR
- Fé, v F rSR + P08y + o€y + 10— /HSR + Fp sin(0)e,
N ¥ - o de
+rp sin(0), + rgd cos(0)e, + re sm(ﬁ)ﬁ
= Fé, + Fé8, + rgsin(0)e, + FéE, + réé, - ro*é, + rép cos(9), + r¢ sin0),
+rp sin(0), + rgd cos(0)e, - re? sin*(9), - r¢* sin(9)cos(0)e,
= (F ~r6? — r¢? sinz(e))é, + (2r'9 +rd —rg? sin(o) cos(&))ég
+ (27 sin(6) + 2rép cos(0) + ri sin(é?))éq,
dé, d(— sin(6)k + cos(e)ép) y L L B,
avec ——f = Y = -6cos(0)k - O sin(0)e, + ¢ cos(0)e, = —6€, + ¢ cos(9)e, et
dé, dE, ~é,) de, . dé,

ANEy +Er A = —¢€, = ¢ sin(0)g, - ¢ cos(0)e,

dt/® dt/®R  dt/ W dt /R
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I1.4. Expressions en coordonnées curvilignes
Soient (C) une trajectoire décrite par un point matériel M par rapport a un référentiel
Rlo,i, ], k) et P un point arbitraire considéré comme une origine sur (C). La longueur de l'arc

(PM) est appelée |'abscisse curviligne s (PM = s). i

Soit M’ la position de M a l'instant (t + At) A (o))
OM(t + 4t)— OM(t) = OM — OM = MM’
Le vecteur vitesse est : M ¥5ens du mouvement
V(M/m): doM _ dOM ds +)
dt /R ds/NR dt
avec M’
dOoM . OM'-0OM . MM’ L
= lim — = [im —— o) >
ds/R 450 As A5—>0 AS

Si 4t tend vers 0, 4s — 0 et M’ trés proche de M. Donc ||[MM'| = 4s et MM’ est tangent

a la trajectoire au point M et par conséquent /im MM _ lim MM 7 (7 est donc un vecteur
4s—>0 AS As—>0||MM,”

unitaire tangent a la trajectoire au point M). Ainsi, on obtient :

- ds . .. - e e - V(M/®
VIM/R)= =7 =357 > V(M /R) =|s7]|=sz]| = s=7 = =
o 0] - e - o - =7 - O
Le vecteur accélération s’écrit donc :
_ avyM /%) .. . dr
;/(M/‘,R):—d(t/{ﬁ):strs—dt/TER

.. . drt Cr N
= s7 1 s———, alors le vecteur accélération peut étre

Ona |7 =1=cte— L
dt /<R dt /R

partagé en deux termes :
M/ R) = Fp + 7t

dr
dat /R
Les vecteurs 7(M/&T1’), 7, et 7, se trouvent dans un méme plan instantané, appelé plan
Osculateur.

avec y, = §7 (accélération tangentielle) et y, = s (accélération normale).

Rayon de courbure :
A chaque point M de la trajectoire (C), on peut définir un cercle appartenant au plan
Osculateur, de rayon R. dépendant du temps et appelé rayon de courbure.

- 2
oo /)"
=—n
Rc
avec n est un vecteur unitaire perpendiculaire a 7 et orienté du point M vers le centre C du

Le rayon de courbure R, est lié a I'accélération normale par : 7,

cercle c'est-a-dire MC = R.n.

Démonstration :

. di . di ds_, dr
'n = Gt /m T T ds/mdt  C ds/®

- 2

dz 1 df A _ :“V(M/S’q\ _

MM’ = ds = R.da —

= 7n n

ds/R R.da/® R, R,
Finalement, le vecteur accélération s’écrit :
- - 2
i dvia /) /)"
mywy- LA 7T

dt R.
7 ’ . . %f—/
accélération tengentlelle accélération normale
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ol 7 et n sont deux vecteurs unitaires respectivement, tangent et normal a la trajectoire en

M.
Le systeme (,ﬁ,B ?Aﬁ) constitue une base orthonormée directe appelée base de
TA

Frenet. Le vecteur b = n est appelé la binormale.

Calcule du rayon de courbure :

VIM / R) A 7(M / R) = s‘h{éﬂ%ﬁ} = $T AST + 8T A%ﬁ :%B
- 3
. 30 & /
= V(M /%) n 7M7) = % b” - % - HV(MRC )
Ainsi, le rayon de courbure est calculé par :
ot/

< V(1 7 9) 7 70 7 )

Remarques :

- 7(M/RV(M /R) =35 = 7,V(M / R)

- /M/RVM/R)>0= 7, et V(M/R) ont le méme sens. Le mouvement est donc
accéléré.

- 7(M/RWVM /R)< 0= 7 et V(M/R)ont deux sens opposés. Le mouvement est donc
retardé ou décéléré.

- 7(M/9%WV(M/R)=0= 5 =0, donc le mouvement est uniforme.

II1. Exemple de mouvements simples
III.1. Mouvement rectiligne
C’est un mouvement ou la trajectoire est une droite.

Exemple :
Soit un point astreint a se déplacer sur l'axe (Ox) d'un repére orthonormé direct

ER(O, i,J, E) tel que OM = x(t)i .

- Vi /)= SO d‘j% -0 o | /) - % j
i} Cav did) .
-y(M/m)—dt/m—dt/m—XI—>||y(M/SR]|_x . " 7
e M) )= () ko x
i /]
[d”\?(M/m]‘} o L
- TzXT—)}/(M/ER):}/t:yn:O
dt
“VM/R)AFM/R) =X AXi =0 —>”\7(M/*R)/\77(M/*R1 =0
A S ‘ | |
- R = — = . Donc a chaque instant t, le point M se trouve sur

< V(v 7 90) 5 70 /5] O

un cercle de rayon infini. Puisque, la trajectoire de M est la droite (Ox), on peut déduire que
toute droite est un cercle de rayon infini.

Remarques :
- Si “‘7("’7 /‘31‘ — V, = cte - le mouvement est rectiligne uniforme (7(M /%) =0).
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3X:VO—)X(t):VOt'f‘XO—)O—I)W:(Vot'f'Xo)I—, X(:O):Xo.
- Si |7(M /%) =y, = cte >le mouvement est rectiligne uniformément accéléré
(7(M /RWV(M /R)> 0) ou décéléré (7(M / RV(M /R)<0).

II1.2. Mouvement circulaire
C’est un mouvement tel que la trajectoire est un cercle de rayon constant.
Les coordonnées polaires sont bien adaptées a I'étude du A
mouvement d’un point matériel décrivant une trajectoire plane.

Le vecteur position est OM = pe, .

Dans le cas d'un mouvement circulaire de rayon constant,
le vecteur position s’écrit OM = Rép (p =R =cte). Pour ce
mouvement on calcule les grandeurs suivantes :

dom dRé,) Rdle,)

] V(M/m):dt/iﬂzdt/sn _dt/m:R¢é¢—>”\7(M/m]‘:R¢
;) dRgé ) d(é ) d(é ) 3
~7M /%) = dtd\//sn - cSt ?e;;) = Rpe, +R¢ dt(e/¢9)z = Rgey + Ry dt(i¢9)2 =R, ~Rj’e,
- [7(M /%) = R{#2 + ¢*
VM /w) RE,
- T == =—==8,
i o] R
-ﬁ=5/\f=/2/\é¢=éz/\é¢,=—ép
div(M /R
t[ “( / ‘fzd(R(p)f:R(ﬁf
dt dt

- 7n = 7(M/R)- 7, = R@, - Rp*€, —R@, = -R¢%€, = Rp*/i
V(M /%) A 7(M / %) = Rg8, ~|RgE, -~ RG?6,|= R2p%6, - “\7(M /) A F(M /m]‘ — R23

N
© VMR M| RP

Remarques :
- ¢ : vitesse angulaire.

- w = ¢k : vecteur vitesse angulaire

- V(M /R)=R¢E, = Rgk A€, = gk ARE, = & » OM

- ¢ : accélération angulaire.

- Si ¢ = wy = cte — le mouvement est circulaire uniforme (@(t) = wot + g ).
- Si ¢ = y, = cte — le mouvement est circulaire uniformément varié.
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| Chapitre III | Changement de référentiel |

Soient SR(O, i,J, IZ) et 9%1(01,71,]1,121) deux référentiels orthonormés directs tel que I'un
est en mouvement par rapport a l'autre. On se propose de déterminer la relation liant \7(M/‘R)
aVviM/R,)et y(M/R)a 7(M/R,).

I. Vecteur rotation instantané
F2o72 k215 C/(ilz) _ d(jlz) _ d(klz) _
v o dt /R dt /R dt /R

r d71 - d.]]. g dlzl
i L ———, et ky L
Thtgtw Mt s Y T w
Dong, il existe des vecteurs @, S et 7 tel que :
di, - dj _ dk, . =
= ’ = = k
ge/m Mg TP S g g T

e e oo di) dik)dlik)

dt/® dt/®R dt/WR

dk, . di - dj . dk
Lk, L _ g, J1 + 1

dt /R dt /R dt /R dt /R

s djl +‘: dl—l
t/®m “rdt/w

=71 0

di, dj, ot dk,

, , respectivement, par @ Aiy, S A J; €t 7 A Ky,
dt/®' dt/® Cdt/m P v gy ety nk

En remplagant

on obtient :

W Ad )Gl niy)=0- gl ai)+aliy 7 Gy)=0- G0, aly)-aly niy)=0= f=a

WAk ) kilaniy) =0 5lky aTy)+aliy nky)=0 7l aTy)-alky nTy)=0=a=7

Ainsi, @ = f =7 = 2R, /R) ou 2R, /R) désigne le vecteur rotation instantané de %,
par rapport a R.

Remarque :
. , dA . A
Connaissant le vecteur Q(R, /9R), on peut calculer a partir de ar la
(1 /%) P at/w P dt /R, ¥
. dA dA - TR
relation : = + 2R, /R)A A ou A est un vecteur quelconque.
dt /% dt /%, (2, /%) » a a
Exemple :

9{1(01,71,]1,/21) un repére en mouvement de rotation autour d'un axe (O/Z) d'un

repere fixe SR(O, i, IZ) tel que (IT:I?IJ = (ajjlj =0.

25



Pour déterminer .(T?(SRl /ER), on procéde de la maniére suivante :

- on exprime i;, j, et k, dans la base (i,],/?) :
iy = cos(0) +sin(6)j, j; = —sin(@) +cos(9)j et k, =k

e di dj dk
- on calcule les dérivées 1 L et L.
dt /R dt/®R dt /R
di, S - .= dj : AT B dk, dk =
= -0sin(@)i + 6cos(0)] = 6j,, = —bcons(0)i — 0 sin(9)j = —0i, et = =0
v OF + 6 cos(0)i = bjr, 5 ) O =-0h et o e = 2
- on écrit ces dérivées sous la forme :
diy _ - dh s o o dky ¢
= iy, = et = k
ge/m N g w TP g w0
-sia=f=7,alors QW, /R)=a==7
. di, - dj . dk o
Finalement, on a —X— =0k aiy, L _ gk et L _ @9k Aky, alors
gt/ N Gewm TN dt/m N

.(T?(?Rl /ER) = 0/2 = 0/21

II. Composition des vitesses
On désigne par ‘R(O, i, ],E) le repére absolu (fixe) et par 9%1(01,71,]1,121) le repére
relatif (mobil). M un p/oint matéri)el de l'espace.
S doM dloo, +O,M) dOO, dO,M dOO, dOM = - —
VIM/R)= = = = QR /R)AOM
M /%)= G dt /% dt /R dt/®_ dt /R dt /R, (1, / %) 7 0,

Le vecteur vitesse de M dans % est donc :
V(M /R)=V(0; /R)+ V(M /R,)+ 2R, / R) A OM

On pose :
- V,(M)=V(M / R) : vitesse absolue de M.
- V.(M)=V(M /R,) : vitesse relative de M (vitesse par rapport au repére relatif).
- V(M) =V(0, /R)+ 2R, /R) A O;M : vitesse d’entrainement de M.

Donc V,(M) = V,(M)+V.(M) : loi de composition des vitesses.

Remarques :

- la vitesse d’entrainement de M a l'instant t est égale a la vitesse absolue d’un point

fixe dans %, coincidant, au méme instant t, avec le point M :
Soit N un point fixe dans %, qui coincide avec M a l'instant t c'est-a-dire ON = OM. Le

vecteur vitesse absolue de N a cet instant t est :

V(N /R)=V(0, /R)+ V(N /%Ry)+ 2Ry /R) A O;N
Or a l'instant t, on ON = OM et V(N /%,)=0 (N est fixe dans %,), alors
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VN /R)=V(0; /R)+ 2Ry /R)AO;N =V(0; /R)+ Ry / R) A O;M =V, (M / R)
- si les trois axes de R; gardent une orientation fixe par rapport a R, au cours du
temps, on dit que R, est en mouvement de translation par rapport a #. Dans ce cas on a :

O, /%) =0 = V(M) = V(0, /%)

III. Composition des accélérations
Le vecteur accélération du point M s’écrit :

v /) < AVM/R) _ aVy () dV, (M) + Ve (M) _ dV, (M) | dVe(M)
' at/ % dt/% dt /% dt/® = dt /R

av,(M) av(M/®,) dV(M/R,) - W\ G s ) (s - >
G W e n C dt/ + QR /R)AVIM/R) =7 M/ Ry)+ QR /R) A V(M)

V(M) _ dWV(0, /%) + 3%, /%) A OM) aV(0, /%) dlédr, /%) n O]

dt /% dt /% dt /R dt /%
:y(ol/mpdfz(t”“—;;f‘)Amm(ml/m)Agﬂ
zy(ol/m)+%;;9‘)AI’+é(ml/m)A di(;l—gl + B(R, /%) A O
zy(ol/m)+%Af+é(ml/m)Adi(;l—’;l +fz(m1/m)A[fz(m1/m)Aol—M]
0,/ w)+ SR BT By /W) AV, (M) + By /%) |3, /%) 2 O]

dt /R

= 70 /8= 70 /9%,)+ 70, /9)+ S2I R B e, /) [66n, /) O

at /R
+202(Ry /R) AV, (M)
On pose
o s CdVM/R)
7aM)=7(M /R) = YTk accélération absolue.
o - CdVM/Ry) :
7.(M)=7(M/R,) = ot w accélération relative.
7o) 70s /) + 228N 5T o, /) [0, /908 O

dat /R
accélération d’entrainement.
- 7¢(M) = 2Q(R,/R) A V. (M) : accélération de Coriolis.
= 7,(M)=7.(M)+ 7.(M)+ 7.(M) : loi de composition des accélérations.

Remarques :
- l'accélération d’entrainement de M est |'accélération absolue d'un point fixe dans %,

coincidant avec le point M a l'instant considéré.
Soit N un point fixe dans %, qui coincide avec M a l'instant t c'est-a-dire ON = OM. Le
vecteur accélération absolue de N a cet instant t est :

N /)= 50 /9,) 10y /) + P2 LN G G, ) [, /) O]

+23(R; /R)AV,(N)
Comme ON =OM et V(N /%,)=0— #(N /%,)=0, alors
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dO(Ry / R)

) 0ypi + o, /) [ty /)2 O] = 700

7N /%) =70y / %)+

dv, (M)
dt /R
- si Ry est en mouvement de translation par rapport a R, alors :
ARy /R)=0= 7e(M) = 7(01 / %) et 7c(M)=0 = 7,(M)=7,(M)+7,(0)
Si dans ce cas, V(0; /) = cte (translation uniforme), on a donc :
701 /%) =7,(01)=0 > 7. (M) = 0 = 7,(M) = 7, (M)

AKE

IV. Application :

Soit un point matériel M astreint a se déplacer sur un axe (0Oi;) d'un repére
orthonormé direct SRI(Ol,fl,jl,El)(repére relatif) qui est en mouvement par rapport au repére
fixe SR(O, i,J, lZ)(repére absolu).

Le point M de déplace sur l'axe (0O4i;), donc le vecteur position de M par rapport au
repere Ry, s'écrit OI—M = x,i; avec la variable x, est une fonction du temps et y, =z, =0.

1% cas : R, est en mouvement de translation par rapport a .

Dans ce cas f)(‘ﬁl /*R) =0 et tout point fixe dans R;, son vecteur vitesse par rapport a
R conserve sa direction. Ainsi, les trois axes de ®R; gardent leurs orientations au cours du
mouvement.

Pour vérifier, que cette translation est uniforme ou non, on calcule H\7(01 /*Rj , puisque

O, est le seul point connu et fixe dans R, . Si H\7(O1 /921‘ est constant, la translation est dite

uniforme. Elle est dite non uniforme si ce module n’est pas constant.
Par exemple, on prend fl comme direction de la translation tel que ]1 =j et

V(O; / R)=VyJj; (V, est une constante) :

Dans ce cas, la translation est uniforme (H\7(O1 /921‘ =|Vo| =cte), iy =i et ky =k.

Les vecteurs vitesse et accélération du point matériel M, par rapport au repére R,
peuvent étre calculés par les deux méthodes suivantes :

1%° méthode : composition du mouvement
- Vitesse relative :

" " do,M
V. (M)=V(M /%)= Fl‘ﬁﬁ
V. (M) = doair) | &4 g L_).(1’?1

Tdt/wm,  dt T Var wm,

- Vitesse d’entrainement :
Ve(M)=V(0; / %)+ D%, /R) A O:M = VoJy +0 A O;M = Vo Jy
= V(M /R)=V,(M)=V.(M)+ V(M) = X;i; +Voj; = X4 +VoJ
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- Accélération relative : ( )
o - av(M/wy)  dxgd
7r(M)=7(M /%)= Gty w gt/

dx, - . di . <
dt dt / %,

- Accélération d’entrainement :

Felt) = 70, /) + S0/ 657 G, o) 6o, /)5 O] =

_avlo /%) _di) , di A5 aw e

(7001 / ®) dt/®"  dt/®  Cdt/m  Cdt/w
- Accélération de Coriolis :
?7C(M) = Z.Q(‘Rl/‘ﬁ)/\ r(M): 0n r(M) =0
= FM/R)=7,(M) = 7.(M)+ 7e (M) + 7 (M) = %40y = %40
2°me méthode : directement

OM = 00, + O;M

dOM  d0O, dOM doM - —
- = R QR /R)AOM
at /v gty arm VO )+dt/m1+ (1, /%) 0y

Ry d'xlfl’ _ = Xm - dil _ = .7
_V(Ol/m)+dt/ﬂ?1 =W i +F’1+X1 dt/ %, =WoJi + X1h

= V(M /R)=x10y +Vojy = x40 +VoJ
v/ w) _dbai +vod) _ dlii) | dlve])

= V(M/R)=

AM ﬁR = = =
701 /%) dt / % dt /% at /% dt /W
dx; - . di dj
= — V =
at gt sm T g wm T

77(M/§R) = )‘(171 = Xll—

2°™e cas : R, est en mouvement de rotation par rapport @ R .
Dans ce cas on suppose que R; est en mouvement de rotation autour de |'axe (OIZ) tel

que [7:71}(]?]1}% k =k et 0=0;.

Détermination de Q(®R, /R) :
i, = cos(p)i +sin(e)j, j, = -sin(p)i +cos(p)j et k; =k
di, - - dk, dk

AT = —¢ sin(p)i + ¢ cos(p)] = iy =0
djl . L T .7
it gcons(pli — ¢ sin(p)j = —piy
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di, dj,
dt/® i dt/®
= QR /%)= ok = ok,

Ll dk L.
ok A , et L — ok Ak
=9 N1 dt / % PK A Ky

Calcul des vecteurs vitesse et accélération du point matériel M, par rapport a R :
1°" méthode : composition du mouvement
- Vitesse relative :

" _ dOM
\7[_(M): Xmil :ﬁT dll 0 rs

dt/w,  dt T Varywm, T
- Vitesse d’entrainement :
V(M) =V(0; /R)+ 3Ry /R) A
= V(M /R)=V,(M)= \7 (M) + Vo (M) = X107 + ox1 7,
- Accélération relative :

7r(M)=7(M/Ry) =

av(M /%) _ dlxiiy)
dat /%,  dt /%,
LA Ny
dt ' ltdt/wy !

- Accélération d’entrainement :

I do®, /%)
7e(M)_7(Ol /ER)"' dt /m

=0+ gk A Xqiy + gk A [¢k A X1i1]= Xy Jy + oK A @XqJy = iXy ]y — 97 X1y

A Oyhi + 300, /%) a 300, /90 » O]

- Accélération de Coriolis :

7e(M

) f)( /) V(M):2¢EAX171:2¢X1J1
:»7(M/<ﬁ):7(M) 7r (M) + 7 (M

A r
)+ 77c(M): ()?1 —¢2X1)'?1 +(¢X1 +2¢X1)j1

2°™ méthode : directement

OM = 00; + O;M
=VM/R)= domM__ doo,  dOM _5 dOM +f2(‘}{1/‘}{)A@ :M+¢EAX17
dat/® dt/% dt/R at/ R dat /R,
= Xily + ¢X1 )y
= V(M/fﬁ)z Xlll +(0le1
at /R at /R a/® dt/®R

_dxllf +).( dl—l d_ d . d.]].
g Tt Mgewm dtJ1 el Yt/ m

.7 . et .7 Nyt .27
= X1l1 + X19)1 + X190)1 + ¢’X1J1 X1¢ ’1 = X1’1 +2X1¢’J1 + X191 — X107
(M/SR ( - X1 ); 2X1‘ﬂ + X1¢’)J1

Exercice : Calculer dans ce cas les vecteurs de la base de Frenet (f,ﬁ, b), les accélérations
normale 7, et tangentielley; et le rayon de courbure.
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| Chapitre 1V | Dynamique du Point Matériel

Dans le cas de la cinématique, le mouvement du point matériel est étudié
indépendamment des causes qui le produisent. C'est-a-dire les forces appliquées a ce point et
produisant ce mouvement sont ignorées. Cependant, la dynamique consiste a étudier ce
mouvement en tenant compte des causes qui le produisent.

I. Masse et quantité de mouvement

Les points matériels sont caractérisés par une grandeur scalaire positive appelée masse
et notée, m. La masse est constante au cours du temps (au cours du mouvement)
m(t) =m(ty) (t =t,) et invariante par tout changement de référentiel (m), = (m)g, - Elle est

exprimée dans le Systéme International (S.I) par le kilogramme (kg).
Par définition, le vecteur quantité de mouvement d’un point matériel M de masse m et

de vecteur vitesse V(m / R)dans un référentiel )} est donné par :
PM /R)=mV(M /R)
Le vecteur quantité de mouvement est ainsi défini par rapport a un référentiel %. Son
module P = “ﬁ(M / ‘Rl‘ - mHV(M / ‘Rl‘ s’exprime en kg.m.s™'.

I1. Lois de Newton
I1.1. 1°"¢ loi de Newton : Principe d’inertie
I1.1.1 Particule isolée

C'’est une particule n‘exercant ou ne subissant aucune action c'est-a-dire, elle est tres
éloignée de tout systeme matériel (absolument seule dans l’'espace). Elle est dite pseudo-
isolée, si la résultante des forces extérieures qu’elle subit est nulle.

I1.1.2. Enoncé de la 1°° loi de Newton
Il existe au moins un référentiel privilégié ® dans lequel une particule M isolée est au

repos (V(M /%) =0), ou en mouvement rectiligne uniforme (V(M / %) = cte ).

I1.1.3. Référentiel galiléen

Le référentiel privilégié dans lequel le principe d’inertie s’applique, s’appelle un
référentiel galiléen ou inertiel.

Avec une bonne approximation, on peut supposer que les référentiels terrestres locaux
(liés a la terre) et géocentriques (dont l'origine est le centre de la terre et dont les trois axes
pointent vers des étoiles lointaines qui apparaissent fixes) comme des référentiels galiléens
pour des phénomeénes étudiés au voisinage de la terre. Les repéres terrestres sont utilisés pour
I'étude des mouvements sur la terre tandis que ceux géocentriques sont adaptés a I'étude des
satellites naturels ou artificiels de la terre.

Les référentiels de Copernic (c'est un référentiel dont l'origine est le centre du systeme
solaire et dont les axes sont dirigés vers des étoiles fixes) et héliocentrique (c'est un
référentiel dont l'origine est le centre du soleil et dont les axes sont dirigés vers des étoiles
fixes) satisfont avec une bonne approximation aux conditions de repére galiléen. Ils sont
adaptés a I'étude du mouvement des planétes du systéme solaire.

I1.1.4. Référentiel non galiléen

Un référentiel non galiléen, est un référentiel qui ne vérifie pas les conditions
nécessaires pour étre galiléen. Les lois du mouvement de Newton n'y sont pas vérifiées: sur
tout corps s'y exercent des forces, souvent dites fictives ou forces d'inertie, que I'on peut
considérer comme étant dues a un mouvement accéléré (mouvement de translation non
uniforme ou de rotation) du référentiel par rapport a un référentiel galiléen.

II.2. 2°™ loi de Newton : Principe fondamental de la dynamique (PFD)
I1.2.1. Enoncé de la 2°° loi de Newton
Dans un référentiel galiléen R, la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de

mouvement, P(M /%), d’'un point matériel M est égale & la somme de toutes les forces,
zﬁext , appliquées sur M :
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dPM/‘.R
dt/SR zFeXt

dP(M / R) dv(M / R) Y e

Si la masse est constante, cette loi s’écrit : =m
dat /R dat /R

:zﬁext =m77(M/SR)

Ce principe est appelé dans ce cas le théoréme de la quantité de mouvement dans un
référentiel galiléen.

Si Y Fexe =0 7(M/%)=0= V(M /%)=cte, P(M /%)= cte

I1.2.2. Conséquences

La masse m qui intervient en dynamique s’appelle le coefficient d’inertie. En effet, si
deux point matériels de masses différentes, initialement au repos dans un référentiel R et
soumis a la méme force F, celui dont la masse est la plus petite acquiert I'accélération la plus

forte et son aptitude & s’opposer a I'effet de la force F est plus petite.

II1.3. 3°™ loi de Newton : Principe de I'action et de réaction

Soient M; et M, deux points matériels en interaction mutuelles.

Si M; subit une force F, de la part de M, alors M, subit une force F, = —F; de la part de
M.

Ce principe est indispensable pour passer de la mécanique du point matériel a celle des

systéemes matériels. Il permet d’établir un résultat important relatif a un systeme de points
matériels soumis a leurs seules actions réciproques :

dP (M, / %) _F et dP,(M, / %) _F
dt /W ! dt /W 2
£ F s GAlL/W) _ dR(, /W) | d (o (M, /%) + By (M, /%)) =0

dt /R dt /R dt /R
= F—)l(Ml /ER)+1E’2(M2 /‘.R)=C—l'é
Dongc, la quantité de mouvement d’un systéme isolé de deux points matériels est une

constante vectorielle au cours du temps. Cette relation est particuliéerement utile pour les chocs
de particules.

I1.4. Principe de lI'invariance galiléenne

Soit ml(Ol,fl,jl,kl) un référentiel en mouvement de translation uniforme par rapport
a un référentiel galiléen ‘R(O, i, ],E). Donc R, est un référentiel galiléen.

Soit M un point matériel de masse m en mouvement.

dOM dOOl d01 dO]_M — P
OM = 00, + O.M -V(M /% 0, /% OR, / R) A OM
1+ OM V(M /%) = dt/® _dt/®  dt/® V(0L / %)+ Tt/ R, 0, /%)~ Oy

R, est en translation par rapport & R » 2R, /R)=0=V(M /R)=V(0, /R)+ V(M / R,)
aviMm /%) _ dv(M / R,)
dt / w dt / %,

%, est en translation par rapport & % —V(0, /%) = cte —> 70, / R) =
= M/ R)=7M/R) = miM/R)=miM /R,)

7(M /%) = 701 / %)+ QRy /R)AV(M /Ry) =70, / R)+ 7(M / Ry)

Appliquant le principe fondamental de la dynamique dans R et R, on trouve :
my(M / R) =) Fex (dans ®) et my(M / R) = > Fy,, (dans %)

:zFext = zFlext = m;7(M/SR)= m?(M/ERI)
Donc, I'équation de la dynamique a la méme forme dans deux référentiels galiléens
différents.
Enoncé du principe de l'invariance galiléenne :
Toutes lois de la physique sont identiques dans les référentiels galiléens.

32



I1.5. Transformation de Galilée
Considérons les repéres SR(O, i,J, k) et 9%1(01,71,]1,121) tel que O et O, sont confondus

a t = 0. Soit M un point matériel en mouvement.
On suppose que R est galiléen et R, est en translation rectiligne uniforme avec une

vitesse V(0; / R) constante par rapport & % .
OM = 00, + O;M = V(0, / R + O;M
dOM _ dOO; do1

VM / R) = YRy Ty VO, /R)+V(M/%Ry) (2R, /R)=0)
B, _d?0M _ dV(M/R,) ; s oG
M) = = e, — M/ M) (700 /%)= 0 et Q(ny /%)= 0)
Donc :

w_()1—"4+\7(O1 / R
VM /R)=V(0; /R)+ V(M /R,)
7(M/R)=7(M /R,)

Ces équations, donnant OM, V(M /%) et 7(M /%) en fonction de ceux dans %,
forment la transformation de Galilée.

III. Classification des forces
III.1. Forces réelles (ou extérieures)
Les forces réelles sont deux types :
II1.1.1. Force a distance
C’est une force s’exercant sans l'aide d’un support matériel.

Exemple

o Force electrostathue force exercée par une charge sur une autre
A
a—eL» <f_§ > f= k qq €, (loi de coulomb)

f :force électrostatique exercée sur g’ par g,

ABH =r et k =9.10°(SI) constante de Coulomb.

e Force électromagnétique : c’est une force exercée sur un point de charge g, de vitesse
V, placé dans un champ électrostatique E et un champ magnétique B :F= q(E +V AB
e Force de gravitation : c’est une force s’exercant entre deux masses :
e, S B Fomm
m m r?

€, (loi de Newton)

!

La masse m attire la masse m’ avec la force f ou HTBH =r et k =6.6710711(SI) constante de

gravitation.

I11.1.2. Force de contact

C’est une force de liaison a courte distance par contact.

Une particule peut étre assujettie a rester sur une courbe (trajectoire imposée). On dit
alors qu’il y a une liaison entre la particule et le support.

Exemple :

e Force élastique :

(cas d’un ressort : force de rappel).
e Réaction d'un support :

La résultante R des actions de contact que le support exerce sur une particule M est
appelée force de liaison ou réaction du support. Réciproquement, on dira que la particule M

exerce sur le support une force - R.

Si le support est une courbe, la réaction R peut étre décomposée en la somme d’une
force ﬁt portée par la tangente a la courbe et d’une force ﬁ,, normale a la courbe et qui peut
prendre toutes les directions dans le plan perpendiculaire a la courbe.
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Si le support est une surface, la composante ﬁn est normale a cette surface et la
composante ﬁt peut prendre toutes les directions tangentes a cette surface en M.
Si le support est horizontal, Iin est suffisante pour maintenir I'équilibre statique d’un

corps (S) sur le support et la réaction R est normale au plan de contact c'est-a-dire R = ﬁn.
R

(S)

o R R S = support

Dans de nombreuses situations, ﬁn est insuffisante pour maintenir I'équilibre relatif

entre le corps (S) et le support (le support est incliné par exemple). Toutefois cet équilibre
peut étre maintenu par développement de frottement (ou de force de frottement) dont
I'intensité dépend de la nature des surface en contact. Cette force de frottement statique est

tangente a la surface de contact c'est-a-dire la composante fit qui s'oppose au mouvement du
corps (S) sur le support qui tend a s’établir. On définit classiquement le coefficient de
frottement statique k, comme le rapport de la force de frottement a la réaction normale juste

a la rupture de I'équilibre (“ﬁt“:ks R, la limite correspondante au déséquilibre). A

R,

I’équilibre, on aura “Rt“ <k,

support =,

tan(a,) = ‘Hg—t“ -
n

équilibre : a < a, déséquilibre : a > a,

Lorsque les frottements ne sont pas suffisantes, I’équilibre n'est plus possible et le
mouvement relatif entre le corps (S) et le support se déclanche. Les frottements sont toujours

présents, mais |'expérience montre que “ﬁt“ = ky|R,|| ol k, est le coefficient de frottement

dynamique
Souvent k. > k,; (exemple :acier (k; ~ 0.8, k; ~ 0.4)). Plus que k. est faible (devant

1) plus le déséquilibre est facile a produire. Les contacts font généralement intervenir les deux
composantes R, et R,. Ils sont indépendants de la vitesse relative (tant que celle-ci reste
faible).

S'il ny a pas de frottement alors : R, =0 et R =R, (R est perpendiculaire au plan de
contact).

R =R,

(S)—»V

= Support

DG

III1.2. Forces d’inertie
La force d'inertie est la résistance que manifestent les corps au mouvement due a leurs
masses :

e Force d'inertie d’entrainement : l-:e =-my.(M).
« Force d'inertie de Coriolis : F. = -m7.(M).

Les F, et I-:C apparaissent que dans les repéeres non galiléens.
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IV. Principe fondamental de la dynamique dans un référentiel non galiléen
Il arrive souvent que l'on doive étudier le mouvement d’un point matériel dans un
référentiel quelconque. Quelle est alors |'expression de la relation fondamentale de la
dynamique dans un référentiel ®; ayant un mouvement quelconque par rapport a un
référentiel galiléen % ? D’aprées la loi de composition des accélérations pour un point matériel
M, on a:
F(M/R) = F7(M / Ry )+ 7o (M) + 7c (M)
Le principe fondamental de la dynamique dans R galiléen s’écrit :
m;7(M/SR)= zFext = m?(M/ml)+mye(M)+m77c(M): zFext
= my(M/ml): zFext _mj;e(M)_myc(M): zFext +Fe +Fc

dPM /Ry) . dP(M / R;) - .
a————=myM/Ry),ilvient: ———===> F_, +F. +F,
dt/ﬂ%l 7( / 1) dt/ﬂ%l Z ext e c
Cette équation montre que la relation fondamentale de le dynamique peut s’appliquer
dans tout référentiel pourvu que l'on ajoute aux forces extérieures appliquées au point

matériel M des forces d’inertie F, et F_.

On

V. Equilibre d’un point matériel
o Référentiel galiléen R :

M est en équilibre dans % — V(M /%) =cte ou V(M /%R)=0 — #(M /%) =0
= zﬁext :6
e Référentiel non galiléen R, :
M est en équilibre dans ®; » V(M /R, )=cte ou V(M /%R;)=0 —» 7(M/%R;)=0
-0

o S P +Fa  Fe

VI. Application du principe fondamental de la dynamique
VI.1. Pendule conique

Dans un référentiel fixe *R(O, i, ],k), une bille M quasi \_)
ponctuelle de masse m est accrochée a l'extrémité d'un fil c
inextensible de longueur { et de masse négligeable. L'autre
extrémité du fil est fixée en un point C de I'axe vertical (0z).
L'axe (Oz) tourne sur lui-méme a la vitesse angulaire o
constante. Pour une valeur suffisante de w le fil s’incline d’un
angle « constant et inférieur a #/2 et le point M décrit un
mouvement circulaire uniforme dans le plan (xOy) autour de

1

A AW

I'axe (0Oz), sa position étant repérée par l'angle ¢ = (7 , Wj [0)

1°) Déterminer les expressions des vecteurs vitesse et
accélération de M par rapport au référentiel R, en fonction -
dew,leta ! a
2°) Montrer que la norme T de la tension du fil ne dépend pas de w.
3°) Déterminer |'expression de la vitesse angulaire o en fonction de g, { et a.
4°) Déterminer la valeur minimale «y de w au-dessous de laquelle o = 0.
Le mouvement de M et plan et circulaire, donc il préférable de choisir les coordonnées
polaires pour simplifier I'étude du mouvement de M.
Avant de répondre aux questions, on fait le calcul suivant :

On pose SRl(M,ép,é(/,,lZ) le référentiel lié au point M tel que (7 , ép] = (] , é(p] =p. Il
vient :

- - - - de d
€, = coslp)i +sin(p)j , €, = —sin(p)i +cos(p)j, © ' ©

QR /R) = gk = wk
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Le vecteur position de M dans % s'écrit : OM = ”()—M[|ép = tsin(a)e,,

1°) - On détermine I'expression du vecteur vitesse de M par rapport au référentiel R :
om dlisin(a) de _
doM__ (¢sin(aE, ) = sin(a)——2— = tosin(a)é,
dt /R dt /R dt /R
= VM/R) =t Sin(a)é(p
- On détermine I'expression du vecteur accélération de M par rapport au référentiel R :

_ _av(m/w) _dlesin@e,) o de, .,
7(M/R) = &R - d/ —Zwsm(a)dt/m— ta? sin(a)e,,

= (M /R) = —ta? Sin(a)ép

V(M /R) =

2°) On montre que la norme T de la tension du fil ne dépend pas de o :
En utilisant le principe fondamental de la dynamique dans R, on trouve :
97 est un référentiel est galiléen car il est fixe. Alors ce principe s’écrit dans % :

miM /)= Y Py = B+ T
ol p=mg =-mgk estle poidsdeMet T =Ti(d = Mjc = M—C) est la tension du fil.
P
MC = MO + OC = ¢ sin(a), + ¢ cos(ak = T =T sin(@)é, + T cos(a )k
Finalement on trouve : — mgk - T sin(a),, + T cos(a)k = -mta? sin(a)e,, (*)
Multipliant la relation (*) par 12, on obtient :

~mg+Tcos(a)=0 = T=—"9 _ _ |anorme de T ne dépend pas de .
cos(a)

3°) On détermine l'expression de la vitesse angulaire o en fonction de g, L et a :
Multipliant la relation (*) par ép, on obtient :

- T sin(a) = -mtw? si T = miw? T = mio? 2=
sin(a) = -mtw?® sin(a) = T = mio® = cos@) = ¢ = 7 cos(a)

4°) On détermine la valeur minimale oy de w au-dessous de laquelle a = 0 :

a=0- cosla)=1 - w? :% = w, = \/% (pulsation propre)

cos(a) <1l = o> \/% = w, C'est la condition pour que le mouvement soit possible.

VI.2. Pendule simple

En physique, le pendule simple est une masse ponctuelle fixée a I'extrémité d'un fil sans
masse, inextensible et sans raideur et oscillant sous |'effet de la pesanteur. Il s'agit du modeéle
de pendule pesant le plus simple. Il est parfois appelé pendule de gravité idéal et, par
opposition, tout pendule de gravité réel est appelé pendule pesant composé. Par extension on
appelle aussi parfois pendule simple un dispositif dans lequel le fil inextensible est remplacé
par une tige rigide de masse nulle pouvant tourner sans frottement dans un plan vertical
autour de son extrémité fixe.

Il est possible d'approcher expérimentalement cet objet théorique en suspendant une
masse de faible dimension au bout d'un fil (voir illustration). A cause de sa nature relativement
simple, il se préte a des études théoriques poussées sur le plan mathématique. Ces études ont
trouvé plusieurs applications en physique théorique, notamment dans les systémes
harmoniques simples.

Sous l'effet de son poids, lorsque le pendule est écarté de sa position d'équilibre (la
verticale), le point matériel de masse m se déplace sur un arc de cercle: l'effet du poids
tendant constamment a ramener le pendule vers sa position d'équilibre stable, celui-ci se met
a osciller.
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On repére la position du pendule simple par l'angle ¢ qu'il fait avec la verticale

descendante (Oi ) d'un référentiel fixe ER(O, i,J, E)((xOy) étant le plan vertical). On choisit une
orientation positive : la position de la masse est donc repérée par I'élongation angulaire

algébrique ¢ = (7:@)

©>\‘x

On note g l'accélération due a la pesanteur et on suppose que les frottements de I'air

sont négligeables et que la projection de M sur I'axe (Oz) est nulle quelque soit le temps.
Le mouvement de M est plan et circulaire, alors on travaille avec les coordonnées

polaires (p,9) pour simplifier I'étude du mouvement. On désigne par SRl(M,ép,é(p,lZ) le

référentiel lié au point M tel que (f , ép] = (] , é(p] =¢. Il vient :

~ — . . . v 2 de = de . .
€, = cos(p)i +sin(p)j, €, = -sin(p)i +cos(p)j, ﬁ = ¢6,, ﬁ =-g€,, QN /N)= gk

Me(xOy) - z=0 = OM=p6,=1(é,(fil inextensible — longueur du fil est

constante: ¢ = cte).

Les vecteurs de vitesse et d’accélération s’écrivent :
doM av(m / R)
dt /R dt /R
Le frottement de I'air est négligeable > » Fo,p =P +T

V(M / R) = = (e, et 7(M /%)= = —1g%E, + 18,

avec P = mgi = mg cos(p)e, - mg sin(p)é, est le poids de M et T = -Té, est la tension du fil.
Ainsi, le principe fondamental de la dynamique dans R s’écrit :
miM/R)=P+T = -mlp?€, + mige, = mg cos(ple, — mg sinple, - Te, (*)
En multipliant I’équation (*) par ép et é(p, on trouve :
- mtp? = mg coslp)-T et mig = -mg sin(p)
Finalement on trouve :
T = mg cos(p) + mt¢? : Norme de la tension du fil.

et

P + %sin((p) =0

(équation différentiel du mouvement de M vérifiée par le paramétrep)
Pour des oscillations de faibles amplitudes (c-a-d ¢ ~0 — Sin((/)): p), cette équation
s'écrit :

5+Tp=0(%).
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VI.3. Ressort horizontal
On considere un ressort, de raideur k et de longueur initiale ¢,, posé horizontalement

et auquel est accrochée une masse m. On écarte légerement la masse m de sa position
d’équilibre (x = 0) et on la lache sans vitesse initiale. On suppose que le mouvement de M se

fait sans frottement. On désigne par SR(O, i,J, IZ), le référentiel lié a m a l'instant initiale.

47

~
Il
S
o
\ -

t=0 %’m

—_—

av(M/®) _ &
dt /% dat /R
Bilan des forces appliquées sur la masse m :
- Force de rappel (force appliquée par le ressort) : F = —kAli = —kxi , Al =y +X — (4 = X

=xi et 7(M /%)=

w:X/?:V(M/ER):

- Poids : P = -mgj

- Réaction du support : R = ‘ﬁn

] = ”ﬁ”] = Rj (mouvement sans frottement : ét =0 ).

En utilisant le principe de la dynamique dans # galiléen, on trouve :
my(M/R)=P+F +R = mXi = -mgj — kxi + Rj

En multipliant cette équation par i et ], on obtient :

X +%x =0 (**): Equation différentielle du mouvement de la masse m ;

R = mg : la norme de la réaction du support.

Remarque :

Les équations différentielles du mouvement (*) et (**) obtenues dans les deux
applications précédentes (pendule simple et ressort horizontal), peuvent étre mises sous la
forme suivante :

y+ gy =0(***) (y =¢p ou y = x)

avec wg = \/% ou wy = 1/% est la pulsation.

Alors les deux systémes représentent des oscillateurs harmoniques non amortis (sans
frottements) (voir chapitre VI).

L'équation (***), a pour solution : y(t) = Ae™" + Be ™' qui peut étre écrite sous la
forme : y(t) = y,, cos(wpt + 0) ou y,, est I'amplitude du mouvement et ¢ étant la phase a
I'origine. Ces deux constantes sont déterminées a partir des conditions initiales.

T = 2—”.est la période des oscillations autour de la position d’équilibre y = 0.
@o
VI.4. Calcul du poids
Soit ER(OT,f, i, 12) un référentiel lié au centre de la terre et qui garde une orientation

fixe par rapport au référentiel de Copernic ((OTE) est I'axe de rotation propre de la terre). Soit
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SRl(Ol,é,,ég,é(p) un référentiel sphérique lié a la particule M de masse m et fixée sur la

surface de la terre( OrM = Ry€, = Ry cos(0)k + Ry sin(0)¢,, Ry étant le rayon de la terre).
En appliquent le principe fondamental de la dynamique dans %, on trouve :

m?(M/ml):zF_ext"‘F_e"'F_c
avec .

=~ = = = N = -GmM+ -
- Y Fext =R+ Fg : R est la réaction de la terre et F, :TTe
T
de gravitation appliquée par la terre (Mr est la masse de la terre, G est la constante de
I . -GM;
gravitation, a =

5 €, est le champ gravitationnel crée par la terre).
Ry

, =ma est la force

- F. = 22mQ®R, /R)AV(M / Ry) = 2mQ(%R, /R)AV(0, /R,)=0(M =0, - O,M =0)

< Fo = )< 70, /) S22 ity ) et /) 0,1
d?0;0;

=-myO, /R)= -
miOL /%) =-m

dOo;0, de R . _ d?0;0, . -
=R L _ - R; sinlé = R+ sin(@)we —1 =2 = _R; sin(@)w°e
at/®  Tdt/® | Ok, = Ry sin(6)oe, ~ dt? /% r sinloJo’e,

OTO]_ = RTéI’ -

= F, = MRy sin(0)o’é
- 7(M/R;) = 0 (R, est lié a M)
= I§+l:'g +I:_e =0

P

Plan équatorial €,

M; =610%*kg, Ry =6.37010°m, » =7.292110rad.s™*, G = 6.67 10711S.I
a= % ~ 0 est la latitude — sin(9) = cos(a) = F, = mR; cos(a)w®€,
Pour la région Tadla-Azilal, on « = 32.33°N.
Application numérique :
|7l = Ry cosla)o?| = 0.02862m / 52

o |-GM
- S

=9.8628m / s>
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Calcul du poids :

Par définition, le poids est la force de la pesanteur, d'origine gravitationnelle et
inertielle, exercée par la terre sur un corps massique en raison uniqguement du voisinage de la
terre. Elle est égale a I'opposé de la résultante des autres forces appliquées au centre de
gravité du corps lorsque celui-ci est immobile dans le référentiel terrestre. Cette force est la
résultante des efforts dus a la gravité et a la force d'inertie d'entrainement due a la rotation de
la terre sur elle-méme. Elle s'applique au centre de gravité du corps et sa direction définit la
verticale qui passe approximativement par le centre de la terre. Le poids est une action a
distance toujours proportionnelle a la masse.

En toute rigueur le poids n'est défini que dans le référentiel terrestre et ne prend en
compte que les effets gravitationnels et inertiels. Néanmoins, lorsqu'on prend également en
compte d'autres forces telles que de la poussée d'Archiméde par exemple, ou qu'on étudie
I'équilibre d'un corps dans un référentiel en mouvement dans le référentiel terrestre, on parle
alors de poids apparent.

Dans le cas présent, on aura donc :

P=F, +F =R
Quel que soit le corps, le rapport du poids P & sa masse m est identique et noté g :
P =mg ol g est |'accélération de la pesanteur (g = |g| est en unité m.s?, qui est I'unité de
I'accélération). Ainsi : o
P=Fy,+F, > mg=ma-my, = g=a-y,
= § = Jplcos(o) - [4]sinlo)- 7., = -Ja] costo) - (3] sinle) + ],
= G = | sinlak ~ 8] cos(a) + 7] E,

= g= ||§|| = \/"5"2 sin*(a)+ (“5" cos(a) + ||;7e||)2 —~ 9.8869m / s>

Remarque :
- |7e| est maximum a I’équateur et nul aux pdles.

Fe

- el <<< 3] —» <<< “I-:g“ = tout référentiel lié au laboratoire (terrestre) peut étre

considéré galiléen avec de trés bonne approximation.
- ¢ est l'angle qui donne la dérivation du poids par
rapport a la verticale

A partir de la figure suivante, la relation liant les angles
d’un triangle s’écrit :

2 I i I 7 B 7
sin(s)  sinla) sin(zr —a-¢)  sin(a + ¢)
sin(gj‘lr'gu i sin(ai‘l-:g”

Fe IF

A

- sin(a + g) =

Fe

RTCOZ

sin(a) = =" sin(a) = % sin(2a) = 0.001548

Ry cos(a)o?

> sinfz) =1 Izl
7| Il g
= & =0.0887° — ¢ est faible = la direction du poids est approximativement verticale
passant par le centre de la terre.

sin(a)
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| Chapitre V |  Théorémes Généraux de la Dynamique du Point Matériel |

La détermination des caractéristiques du mouvement d’une particule M peut se faire par
intégration de la loi fondamentale de la dynamique. En combinant cette loi avec les relations
cinématiques établies, on démontre ce qu’on nomme les théorémes généraux de la dynamique
du point matériel. L'utilisation de ces théorémes permet de résoudre d’'une maniére plus aisée
toute une classe de problémes de mécanique du point matériel.

I. Théoréme de la quantité de mouvement
Dans un référentiel R, la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de
mouvement, est égale a la résultante des forces réelles appliquées a un point matériel M :

dP(M /%) _ _dV(M/ %) _
at/w " dt/w M/ = 2 Fee
- Si M est isolé () Fey =0), alors aP(M /%) -0 = P(M /®R)= cte (conservation de la

dt /R

quantité de mouvement).
- Dans un référentiel non galiléen Ry, ce théoréme s’écrit :
aPM /%, .
W:mV(M/ml):zFext +Fe + Fc
Si R; est en translation rectiligne uniforme par rapport a ® donc :
- = = dPM/%) dP(M /%)
F.=F. =0 > = F,
e e dt /R dt / %, = 2 Fex
mouvement est invariante au cours d’une transformation galiléenne.

: la dérivée temporelle du vecteur quantité de

II. Théoréme du moment cinétique
II. 1. Moment d’une force
I1.1.1. Moment d’une force par rapport a un point

Le moment d'une force par rapport a un point donné est une grandeur physique
vectorielle traduisant I'aptitude d'une force a faire tourner un systéme mécanique autour de ce
point, appelé souvent pivot. Il s'exprime en N.m (newton-meétre).

Le moment d’une force F appliquée & un point matériel M, par rapport a un point
guelconque O est exprimé par :

rﬁo(l:'): OM A F, M étant le point d’application de F
- Le vecteur ﬁvo(l-:) est perpendiculaire a8 F et a oM
- Le sens de rﬁo(l-:) est tel que (ﬁé F, rﬁo(l-:)) constitue un triédre direct.

- mo( ) 0 = OM // F = le support de F passe par le point O (car M appartenant & ce
support).
- Pour un point quelconque A appartenant au support de F (AM // F), on aura :

mo( ) OMAF = OA/\F+AM/\F:>mO( ) OAAF
0
N rﬁo(l-:) ne dépend pas de la position de M sur le support de F .
- Pour un point quelconque O’ différent du point O, on a :
mo,(ﬁ)=W4Aﬁ=cToAﬁ+o_'MAﬁ

I1.1.2. Moment d’une force par rapport a un axe

Le moment d’une force F appliquée & un point matériel M, par rapport & un axe (4)
guelconque de vecteur unitaire 4 et passant par un point O, est le scalaire :

m,(F) = o E)d = (oM A Fla
- Pour un point quelconque O’ de (4) différent du point O, on a :
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m,(F)= o ()i = (0 ~ F)i = (00 A F)id + (OM » £)ii = [0M A F)i = i (F)a

0
= mA(l-:) est indépendant du point O appartenant a (4) (O est quelconque de (4))

II. 2. Moment cinétique
I1.2.1. Moment cinétique par rapport a un point
Le moment cinétique 6,(M /%), d’un point matériel M de masse m en mouvement dans

un référentiel R, par rapport a un point quelconque O, est le moment de son vecteur quantité
de mouvement P(M / R) par rapport au méme point O :
Go(M /) = Mo(P(M / W) = OM A B(M /%) = OM A mV(M / %)
- Le point O peut étre mobile dans R.
- 60(M / R) est relatif au référentiel dans lequel on exprime la vitesse de M.
- (OW,f’(M /R),60(M /92)) constitue un triédre direct.
- Pour un point quelconque O’ différent du point O, on aura :
6o (M/R)=OMAmV(M/R)=00rmV(M/R)+OMrmV(M/R)
= 60(M/R)=6o(M/R)+00 AmV(M/R)

I1.2.2. Moment cinétique par rapport a un axe

Le moment cinétique, d’un point matériel M de masse m en mouvement dans un
référentiel 9, par rapport a un axe (4) de vecteur unitaire 4 et passant par un point O, est le
moment de son vecteur quantité de mouvement par rapport a cet axe :

o4 (M 7 R) = m,(B(M /%)) = ring (B(M / R))ii = G (M / R)ii = (OM A mV(M /)i
(O est quelconque de (4))

I1. 3. Théoréeéme du moment cinétique
II. 3.1 Théoreme du moment cinétique par rapport a un point
Cas d'un référentiel galiléen :
Soit M un point matériel en mouvement dan un référentiel galiléen ER(O, i,J, k)
déo(M/®R)  dOM av(m /%)

5o(M/R)=0OM AmV(M /R) - o :dt/mAmv(M/m)+0MAm Y

d&O(M/*R)_V(
dt /%

M /%) A mV(M/ %)+ OMAmy(M/R)=OM A Foy
;

déo(M /R

Or ﬁvo(z l-:ext): OM A D Fexe donc on aura : S ) _ n‘vo(ZI-:ext)(O est fixe dans

R)

D’ou I’énoncé du théoreme du moment cinétique dans un référentiel galiléen :

La dérivée par rapport au temps, dans un référentiel galiléen, du moment cinétique
d’un point matériel M, par rapport a un point fixe O, est égale au moment de la résultante des
forces extérieures appliquées a M, par rapport au méme point O.

Remargues :
- Le théoréme du moment cinétique est valable quelque soit le point fixe dans un
référentiel galiléen.
- Le théoréme du moment cinétique par rapport un point mobile A dans R, s’écrit :
dé,M/R) - . > -
W = mA(ZFeXt)-i— mV(M/SR)/\ V(A/“R)

Démonstration :

G4(M/R)=60(M/R)+ A0 A mV(M / R)

d&A(M/sn):d&o(M/sR)+ dAO AmV(M/m)+I)Ade(M/SR)
dt / R dt /R dt /R dt / R
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dO'A M/SR _
e (Z V(A /R) A mV(M/R)+ AO A m7(M / R)
dc,(M / R) — ~
a;t/;{ (S F )+mv(M/sn) V(A/R)+AO A Y Foy
Or 4(Y Foe) =AM AS Foe =AO A Foge + OM A oy = 16(D Foe )+ AO A Froe
Dong, il vient :
dUA M/SR

T (Z Foxt +mVM/sn)Av(A/sR)

Si A est un fixe dans R, cette dermere expressmn est simplifiée :

dO'A M/‘ﬁ
=m F,
dt/SR A(z eXt
= Il est préférable de choisir un point fixe pour appliquer le théoréme du moment

cinétique.

F ot ) = OM A > Fext =OM AFy +OM A Fy +...+OM A F,

- Si le point M est isolé (moment de la résultante des forces est nul), alors :

déoM/®) = =
By =0 = 6o(M/R)=cte

Cas d’un référentiel non galiléen :
Si O; un point fixe dans un référentiel non galiléen %R, le théoréme du moment
cinétique par rapport au référentiel R, s’écrit :

dc / -
GONII) 6, (5 P+ 6, ) o

Démonstration :

Go, (M /Ry) = O,M A mV(M /%) -

doo M /R - ~ . ) o ) o
%9*11) = V(M /%) A mV(M / Ry)+ OM A m7FM /9y ) = OlM/\(ZFext + Fe +Fc)
déo, (M / %R,) o
Z’}W O1(ZFext)+mo (Fe)+mol(FC)

- Si A est un point mobile dans R, alors :
d (M /R . - L )
%ﬂﬁl):mA(ZFeXt)—i_mA(F )+mA(F )+mV(M/iR JAV(A/Ry)

I1. 3.2 Théoréme du moment cinétique par rapport a un axe
Cas d’un référentiel galiléen :
Soit (4) un axe fixe dans un référentiel galiléen R. Le théoréme du moment cinétique

par rapport au référentiel R et par rapport a I’ axe (4), s'écrit :
do M /‘,R
A (ZFext

Cas d’un référentiel non galiléen :
Afé i ilé Le théoréme du moment

Soit (4;) un axe fixe dans un référentiel non galiléen R;.
cinétique par rapport au référentiel R, et par rapport a I'axe (4;), s'écrit :

daﬁl(M/“Jﬂ Al(ZFEXt erA1 )+mA1(F)
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II1. 4. Application du théoréme du moment cinétique

Dans ce paragraphe, on va appliquer le théoreme du moment cinétique, pour le cas du
pendule simple et on retrouve I'équation différentielle du mouvement obtenue dans le chapitre
précédant (on conserve les mémes hypotheses).

v

i

©>¢1

D’apreés le paragraphe VI.2. (chapitre III), on a:
doM
dt /R

T = ~Te,, (tension du fil).
Le moment cinétique de M par rapport a O et a R est exprimé par :
Go(M / R)=OM A mV(M /R) = 16, n mige, = mi2ok

V(M / R) = = (g8, (vitesse de M), P =mgcos(p)e, - mgsin(p)e, (poids de M) et

Appliquant le théoreme du moment cinétique dans le référentiel 92(0, i, ],/2) galiléen (R
est fixe), on obtient :

)5 o) )l
Or
dao(M/R)_mfz k
dat /R

ﬁvo( ) OM AP =16, n (mg cos(p, - mg sin(p), ) = ~¢mg sin(p)k

mo( ) OM/\T—/e A=
Dong, il vient :

O

me2gk = —tmg sin(p)k
En multipliant cette équation par /2, on retrouve finalement :
P+ %sin((p) =0

(Equation différentiel du mouvement de M vérifiée par le parametre ¢ )

III. Théoreme de I'énergie cinétique
II1.1. Travail d'une force

Soit M un point matériel en mouvement dans un référentiel 91(0,7, i, E), de vecteur
position OM, de vecteur vitesse V(M /%) et soumis & la résultante des forces F .
Pendant un intervalle de temps dt, M se déplace d’une quantité dOM = V(M/s)dt .
On appelle travail élémentaire dW de la force F pendant dt (ou bien au cours du
déplacement élémentaire dOTﬁ) calculé dans le référentiel R, la quantité :
dW(F / %)= FdOM = FV(M/R)dt (Joule()=N.m)

Pour obtenir le travail de F sur un trajet fini (AB) (travail effectué par F lorsqu’elle se
déplace entre les positions A et B), on intégre |I'équation précédente :
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B B B
(F /)= [awlE /%)= [ Fdom = [ Fv(mymat
A A A
- Cette intégrale doit étre prise le long de la trajectoire décrite par le point M (le travail
dépend de A et B et du chemin suivi pour aller de A a B) sauf pour les forces dites
conservatives ou le travail ne dépend pas de ce trajet particulier.

- Le travail dépend de la vitesse, donc il dépend du référentiel.
n

-Si F = ZH:I:',- , alors AVL/B(I-:/iR): ZAVL/B(I-:,- /*R)

i=1 i=1

w
A->B

- dW(F'/ﬂ%): FV(M/R)dt = F‘HV(M/SRX‘?dt = F, V(M/ﬂ%j‘dt avec F, = F7 (dans la base de

Frenet :I:':F,E+F,,ﬁ+Fb5) — uniquement la composante tangentielle de F qui
travaille.

II1.2. Puissance d’une force
A un instant t, la puissance d'une force F dans un référentiel R est définie par :
bl /)= awlF /%) _ - doti
dt dat /R

PF /%)= FV(M/%) (watts(w) = J/s = N.m/s)

Si l-::il-:,-, alors P(l-:/*ﬁ): ; P(I:',- /iR)
=1

i=1 i

II1.3. Energie cinétique
On appelle énergie cinétique d’un point matériel M, de masse m animé d’une vitesse

V(M / ®) dans un référentiel R}, la quantité :
E.(M /%) - émuV(M/mjf _ %mVZ(M/*R)

II1.4. Théoréme de I'énergie cinétique

Cas d'un référentiel galiléen :
Soient % un référentiel galiléen et F:ZFM la résultante des forces extérieures

appliquées sur M.

S Fow = miM /%) > dW(F /%)= FV(M/s)E = P V(M/R)t = m7(M / SV (M/R)dt
> awlF /)= mV(/m)av(m/m) =  mav () - dB mi2 (M/ER)}

= dwlF /%)= dE.(M/%)
En intégrant entre deux positions A et B, on trouve :

Ee, (/%) Ec, (M/m)= W F /%)=

D’ou le théoréme de I'énergie cinétique pour un référentiel galiléen :

La variation de I'énergie cinétique d’un point matériel M dans un référentiel galiléen
entre deux positions A et B est égale au travail de la résultante des forces extérieures
appliquées sur M entre A et B.

Cas d’un référentiel non galiléen :
Soient 911(01,71,]1,k1) un référentiel non galiléen et F =) F,, la résultante des

forces extérieures appliquées sur M.
Ona F+F, +F. =my(M/%,), alors :

dW(I-: +F, +F, /*Rl): (I:' +Fy + /-:C)7(M/‘31)dt = my(M / Ry V(M/R, Jat
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= dWE + £, + £ /%)= mV(M/m, )av(M/m,) = %deZ(M/SRI) - dBm\?Z(M/ml)}
= dW(F + F, + F. /%, ) = dE.(M/%,)
= dE,(M/%,)= aW(F /%, )+ dW(E. / %, )+ dW(E. / ;)
Or
dW(F. /%, )= F..dOM = FV(M /%, )t = -my (MV(M /%, )t
= —mRAMR, /R) A V(M /%)M /%)t =0
La force de Coriolis ne travaille pas dans R, (F‘C est perpendiculaire a dﬁ/l).
Alors :

dE(M/%;)= aw(SF /%y )+ awlF, / ;)

Cette équation représente la forme différentielle du théoréme de |'énergie cinétique
dans un référentiel non galiléen.

En intégrant entre deux positions A et B, on obtient :
Ee, (M/3,)—Ec,(/my)= W (N F /9 )+ w(F /)

(théoréeme de I'énergie cinétique dans un référentiel non galiléen)

Remarques : H
- dE(M/R) aw(F / %)% ((j/://ﬂ?): dW((I;t/ %)

%/;4/9%): PF /%) (n galiléen) (*)

- dE M/, )= dW(SF /) awlE, /)

- dEC(M/ERl): dW(Z F-ext /m1)+ dW(’Ee /‘ﬁl)
- %fm: > Fot VM / 9) 4 FV(M /)= PY Fore / 93 )+ PIE, /7,

N dEc(Z/‘Rl): P(zﬁext/g{l)""P(—e/iRl) (97, non galiléen) (**)

= FV(M / R) = P(F'/m)

Les équations (*) et (**) permettent de déterminer les équations différentielles du
mouvement d’un point matériel M.

IV. Théoréme de I’'énergie mécanique
IV.1. Energie potentielle
IV.1.1. Définition

L'énergie potentielle est I'énergie que posséde un systéme, du fait de sa position ou de sa
forme, et qui se transforme en énergie cinétique. Exemple : - Position : énergie potentielle de
pesanteur - Forme : énergie potentielle élastique (cas d’un ressort).

Elle est une fonction de ce systeme, dépendant des coordonnées d'espace, et
éventuellement du temps, ayant la dimension d'une énergie et qui est associée a une force
dite conservative dont I'expression s'en déduit par dérivation. La différence entre les énergies
potentielles associées a deux points de l'espace est égale a I'opposé du travail de la force
concernée pour aller d'un point a I'autre, et ce quelque soit le chemin utilisé.

Une force de frottement n'est pas conservative et ne dérive pas d'une énergie potentielle.

IV.1.2. Relation liant I’énergie potentielle et le travail d’une force
Une force F dérive d’un potentiel, s'il existe une fonction scalaire E, telle que :

F= —grad(Ep)
E, est I'énergie potentielle associée a la force F exercée sur le point M dans le référentiel R :
E, = Ep(M /R)
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Au cours d'un déplacement élémentaire dm, le travail élémentaire dW de F est :
dW(F / %)= Fdom
D’une autre part, on a dE, = ﬁ(prW , donc :
dE,(M / %) = ~aw(F / %)

Remargues :
- L'énergie potentielle est définie a une constante additive prés. Celle-ci n'a aucune

influence sur les résultats puisque |'énergie potentielle est utilisée dans des opérations de
dérivation (calcul d'une force conservative) ou de variation (calcul d'un travail). Ces deux
opérations faisant disparaitre la constante, le choix de cette derniére est donc purement
arbitraire et sa détermination se fait généralement de facon a simplifier les calculs.

(F = —grad(E, ) = —grad(E,, + cte) = —grad(E, ) - grad(cte) = —grad(E,, ))

- rotF = E(— ﬁ(Ep)): —E(ﬁ(Ep)): 0, ainsi pour montrer qu‘une force F dérive

d’une énergie potentielle, on montre que rotF = 0.

_—

- F est une force conservative s'il existe une fonction E, telle que F - —grad(Ep) ou
bien si rotF = 0.

IV.1.3. Energie potentielle d’un point M en chute libre

Chute libre : est un mouvement sous le seul effet de la pesanteur. Un objet en chute
libre est donc soumis a une force unique, son propre poids. Les autres forces agissant sont
alors soit inexistantes, soit négligées. Parmi les forces fréquemment négligées, on compte la
résistance de I'air du milieu.

Le point M soumis uniquement a propre poids P, donc k4
I’énergie potentielle de M dans le référentiel R|O,7, j, k) est celle M
dérivée par son poids (P est toujours une force conservative).
On calcule I’énergie potentielle de P dans *R(O, i, ],k) : 5
1% méthode :
dE,(M /%) = ~dW(F /%)= ~PdOM = mgkldxi + dyj + dzk|= mgdz 7o) )
—E,(M /%)= mgz + cte = E,(z) b/
Si E,(z=0)=0 - cte=0= E,(M/%)=mgz Sol
2™ méthode :

P - grad(E,) » -mgk =~ 27 %5 Fo g % gy, Ee_oq2), L2 o)
= —gr. - - = - i - - = = , —— = , —— =
g P g ox oy J 0z 0z g ox oy

(1) > E, = mgz + cte(x, y)
OF, _ acte(x,y)

(2) > P Foa 0 — cte(x,y)= ctely) > E, = mgz + ctely)
oE
(3) > a—yp:%‘;(y):o — ctely) = cte

= E, =mgz + cte

1V.1.4. Energie potentielle d’une charge placée dans un champ électrostatique
Soit une charge g placée dans un champ électrostatique £, donc g subit & la force
électrostatique F = gE .

Comme E =-grad(V) ou V est le potentiel électrostatique, on aura: F =-grad(gV),

donc F dérive d’une énergie potentielle E, telle que E, = gV + cte.
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IV.1.5. Energie potentielle dérivée par la force de rappel d’un ressort
Considérons un ressort au repos (non =

tendu) disposé horizontalement suivant |'axe

(Ox). Soit M une masse accrochée a son

extrémité libre (l'autre extrémité est fixe).

Ecartons la masse M de sa position d'équilibre

d'une distance x. Donc le ressort va exercer =0

sur I'opérateur une force de rappel : g

e g ( 0
F = —kAti = —kxi

s
rotF =0 — F est une force conservative. t£0 %m

dE, = ~dW/(E)= ~FdOM = kxdx

W
L
v
=~

= E, L scte
2
En général, on prend cette constante égale a zéro de fagon a rendre E, =0 pour
x =0, ce qui donne :

1, 2
E, = =kx
P2

Remarques :
- En général, la résultante des forces F, appliquées sur un point matériel M en
mouvement dans un référentiel %, peut étre décomposée comme suit :

F =Fcon + Fncon
avec F., est la résultante des forces conservatives et F,,, est celle des forces non
conservatives.
=Si Foyp = Foy + Foy +vvvee. +F,_,, alors I’énergie potentielle de M est :

ou E, estl'énergie potentielle dérivee par la force conservative F .

- La force de frottement est une force non conservative.

- de,(M /R F
- Si F est conservative, alors p(M /%) = - dW(F /SR) - _P

- - (F /%)= -Fv(m / %)

IV.2. Energie mécanique

L'énergie mécanique est une quantité utilisée en mécanique classique pour désigner
I'énergie d'un systéme emmagasinée sous forme d'énergie cinétique et d'énergie potentielle
mécanique. C'est une quantité conservée lorsque aucune force extérieure ou force non
conservative (le frottement ou encore un choc) n'intervient dans le systéme et s'avere, pour
cela, pratique a utiliser.

Donc, I’énergie mécanique d’un point matériel dans un référentiel R, Em(M/*R), est

égale & la somme des énergies cinétique, E.(M /%), et potentielle, E,(M /%), par rapport au
méme référentiel R :
EnM/R)=E.(M/R)+E,(M/R)
L'énergie mécanique dépend du référentiel choisi.

IV.3. Conservation de I'énergie mécanique

Soit F la résultante des forces appliquées a un point matériel M dans un référentiel
galiléen R.

On suppose que F dérive d’'une énergie potentielle (c-a-d toutes les forces exercées sur
M sont conservatives).

D’apreés le théoréme de |I'énergie cinétique dans R galiléen, on a :

dW(F / %) = dE(M/R)= ~dE,(M/R) — dE(M/R)+ dE,(M/R) =0 — d|E.(M/R)+ E,(M/R)] = 0
= dE,(M /%)=0
= E(M/R)=cte

(Intégrale premiére de I’énergie ou bien intégrale premiére des équations de mouvement)
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Ainsi, dans le cas ou toutes les forces, appliquées sur un point matériel M dans un
référentiel galiléen %, dérivant d’'une énergie potentielle, I'énergie mécanique se conserve dans
R (reste constante au cours du mouvement).

Remargues :
- Si le point M est soumis en outre a des forces ne dérivant pas d’un potentiel, I'énergie

mécanique ne se conserve pas (il y a une dissipation de I'énergie).

- Sil y a conservation de I’énergie mécanique au cours du mouvement, |'énergie
mécanique peut se transformer en énergie cinétique et inversement. Cependant, la somme des
deux énergies potentielle et cinétique reste constante au cours du mouvement.

- Dans un référentiel non galiléen R, si le travail des forces réelles non conservatives

est nul et la force d'inertie d’entrainement est conservative, alors il y a conservation de
I’énergie mécanique de M dans R :

Em(M/Ry)= E.(M/%y 1+ E,(M/%R,) = cte
E,(M/%,) contient I’énergie potentielle dont dérive la force d'inertie d’entrainement.

Exemple :
Considérons un point matériel M en mouvement dans un référentiel iR(O,i,j, k) passant
par la position Mo(xo,yo,zo) avec une vitesse v, a un instant initial t, et soumis uniquement

a des forces conservatives
Si (x,y,z) et (x,y,z) sont respectivement les cordonnées de la position et de la

vitesse, alors on peut écrire :

%()'(2 +y? +z'2)+ Ep(x,y,z)zévg +E, (X0, ¥0,20)

IV.4. Théoréme de I'énergie mécanique

Cas d’un référentiel galiléen :

Soit F la résultante des forces extérieures appliquées a un point matériel M dans un
référentiel galiléen R.

Le théoreme de I'énergie cinétique dans R permet d’écrire :

dE(M/R) = dW(E / 9= dW(F o / )+ AW(Fcon / %) = —dE , (M/R )+ AW(Fcon / )

= dE,(M/R)+ dE ,(M/R) = dW(Frcon / )
= dE p(M/R)= dW(F o / )
En intégrant cette équation entre deux positions A et B, on obtient :
EmB (M/SR) - EmA (M/ﬂ{): A‘i/B(Fncon /SR)

D’ou I’énoncé du théoreme de I'énergie mécanique dans un référentiel galiléen :
Dans un référentiel galiléen, la variation de I’énergie mécanique entre deux positions

quelconques A et B est égale au travail de toutes les forces non conservatives appliquées sur M
entre A et B.

Cas d’un référentiel non galiléen :
Dans un référentiel non galiléen %R, il suffit de tenir compte de la force d'inertie

d’entrainement. Alors le théoreme de I’énergie mécanique dans un référentiel non galiléen
s'écrit : dE,,(M/R, )= dW(l:'ncon /9{1)+ dW(I:'e/mj si F, est non conservative
Si F, est conservative, ce théoréme s'écrit: dE,,(M/R;)- dW(l:‘ncon/SRI), en tenant

compte de I'énergie potentielle dérivée par l-:e dans le référentiel R, .
En intégrant entre deux positions A et B, on obtient :

Epm, (M/%1) - Epp (M/%Ry)= AVL/B(F”CO” /9{1)+ AVL/B(F_G /9{1) si F, est non conservative

Epn, (M/%1) = Eny (M/%)= AVL/B(F-”C"” /9{1) si F, est conservative dans le %, .
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Remarque :

_dEn(M/R) _ IW(Frcon / ) _ p(ﬁncon /gn) = FreonV(M / R) (1)

dt dt
_ dEm(I(\j/It/ 9{1) _ dW(an): /ml) — P(F_ncon /9{1): F_nconV(M/ml)(z)

(1) et (2) = Equations différentielles du mouvement de M.

V. Stabilité et conditions de stabilité d’un équilibre
V.1. Equilibre

Une particule M est en équilibre en un point My, dans un référentiel galiléen R, si
abandonnée en ce point sans vitesse initiale, elle y demeure au repos. Dans ce cas, il suffit que

la résultante des forces réelles, F, appliquées sur M placé en M, soit nulle :
F=) Feoe =0= 7(M/%)=0
Dans un référentiel R4, la particule M est soumise aux forces d’inertie en plus des forces
réelles. Pour qu’elle soit au repos dans %, en une position M,, il faut que :

Zﬁext +l:'e +l:'C =0
Or au point My la vitesse relative V(M /R, ) =0 est nulle, d’ol la force d'inertie de

Coriolis est nulle aussi. Donc si le point M est placé en M,, il est en équilibre relatif si :
D Fext +Fe =0 = 7(M/%;)=0

V.2. Stabilité d’un équilibre

Soit My une position d’équilibre d’'un point matériel M dans un référentiel RR. Ecartons le
point M de sa position d'équilibre M, :

- Si la résultante des forces qui apparait tend a ramener le point M en M,, alors
I’équilibre est dit stable.

- Si la résultante des forces qui apparait tend a éloigner le point M de M,, alors
I’équilibre est dit instable.

- Si aucune force n’apparait, alors I'équilibre est dit indifférent.

V.3. Relations exprimant la stabilité d’un équilibre a partir de la force appliquée

Soit M un point matériel en mouvement dans un référentiel .

On suppose que M est entierement connue par la connaissance d’un seul parametre g.
Ce paramétre est distance si le mouvement est rectiligne ou un angle s'il est circulaire.

Soit 7 le vecteur unitaire tangent a la trajectoire (c) en M et soit F la résultante des
forces exercées sur M.

On désigne par F,(g), la composante tangentielle de F (F,(qg)=F7) c'est-a-dire la
composante qui travaille. Alors si Mo(qo) est une position d'équilibre de M dans %, on aura :
F.(Go)=0 en M,
Ecartons le point M de M, vers un point M; d’'une quantité dq :
m =dqg7r, dq >0
En M,, apparait une résultante des forces l-zl(q0 +dq) dont la composante tangentielle
est F,(gy +dq)=Fi(qe +dq) . Si F,(qy +dq)<0, la force F,(gy +dq) tend & ramener M en M,,

ainsi M, est une position d‘équilibre stable. Si F,(q, +dq)>0, la force F;(g, +dq) tend &
éloigner M de M, et donc M, est une position d'équilibre instable. Si F,(g, +dg)=0, M

demeure en M; et M, est une position d’équilibre indifférent.
Le développement aux limites d’ordre 1 de la fonction F,(q) au voisinage de g,, donne:

oF
F.(Go +dq) - F.(qo) + j dq
qo

aq
Or F,(go)=0. Il vient donc :
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oF
F.(qo +dq) = ] dq (*)
oq ),

0

D’aprés I'équation (*), on aura :

- Equilibre stable : F.(g, +dg)<0, dg >0 = aaFj -0
o

- Equilibre instable : F,(g, +dg)>0, dg >0 = 2’3) >0
g

- Equilibre indifférent : F,(g, +dgq)=0, dg >0 = a@’;f] -0
q,

0

V.4. Relations exprimant la stabilité d’'un équilibre a partir de I'énergie potentielle
On suppose que la résultante des forces F, dérive d’une énergie potentielle E,, c'est-
a-dire F = —gradE,, .

La composante de F qui travaille est F,(q) = F7 = ~gradE ,7

. _V(M/®) dOM 1 _ dOM doM
= = ——=—— = F.(q)= —gradE, ——
7 “V(M/mj\ gt dq " dg (q) = —gradE, i
dt
o dE,
gradE,dOM = dE, = F.(q) = o

Alors si My(qg,) est une position d’équilibre de M dans %, on aura :
dE
F.(G)=0 = —PJ =0
a ) _
g=do

Cette relation exprime que I'énergie potentielle est extrémale (maximale ou minimale)
en M.

La condition de stabilité peut, donc s’exprimer de la fagon suivante :

. oF d’E, -
- Equilibre stable : —~| <0=—— >0 (Ep, est minimale en My(q,))
aq ), dqg g

0

2
S oF, d°E, ,
- Equilibre instable : —=| >0=— <0 (Ep est maximale en My(q,))
oq a g
d=do
. d’E
- Equilibre indifférent : aaFTj =0= 7 2 =0
9 o q g=qo
R
Exemple : B ~
R
Mo ¢ M
1 M
p
Mg
M, position d’équilibre stable Equilibre instable Equilibre indifférent
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| Chapitre VI | Applications

1. Oscillateurs Harmoniques

Oscillateur harmonique non amorti
On appelle oscillateur harmonique non amorti, tout systéme physique qui obéit a

I’équation différentielle suivante : x + wozx =0 (*)
g : pulsation propre

Tp = 2z : période propre
20]

Ny :% : fréquence propre

X = x(t) : grandeur caractéristique du systéme ; distance, angle ; etc...
d2x(t)
dx?

L'équation caractéristique de I’équation (*) s'écrit : r? + woz =0 = r = tin,

: accélération du point M.

La solution de (*) est : x(t) = Ae’!) 4+ Be~!) qui peut s’écrire sous la forme suivante :
x(t) = x,,, cos(wot + @)

X, @ amplitude du mouvement

¢ : phase a l'origine

X, et ¢ sont des constantes calculées a partir des conditions initiales.

x =0 : position d’équilibre stable autour de laquelle le systéme oscille.

Exemple d’un oscillateur harmonique non amorti

-Ressort horizontal : 4J

Par application des théoremes généraux
de la dynamique on obtient, pour le cas d‘un
mouvement sans frottement, I’équation
différentielle suivante vérifiée par la variable x : ¢

N /k .
X +wg°x =0 avec w, = ,/— , k est la raideur du 7,
m

r rt.
t+0 40y

Il
S
Y
%
v
=

-Pendule simple

Si on néglige les frottements dues a l'air, on
trouve I’'équation différentielle suivante, déduite de
I'application des théoremes généraux de Ila
dynamique :

@ + wy” sin(p) = 0 avec w, = %
¢ est la longueur du fil inextensible.
Si l'angle ¢ est faible , cette équation

s’'écrit :

Q.

¢+0’02(ﬂ:0

Un oscillateur harmonique est dit amorti s’il est soumis a l'action d’une force de
frottement agissant en sens contraire de son mouvement. C’est un oscillateur dont I’équation
du mouvement est de type :

X+ 22% + @’ x = 0 (*%)
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L'équation caractéristique de (**) s'écrit :
r? +2/1r+a)02 =0 et A4 =2? —a)02

cas d’un amortissement important (régime sur amorti)
A’=/12—a)02 >0= 1> wmy
La solution x(t) a la forme suivante :

x(t) = e"“(Ae“/Zt + Bem)

Aprés un certain temps, on remarque que :

- Le systéme revient a sa position d’équilibre sans osciller. Le mouvement est dit
apériodique (mouvement non périodique). On dit aussi régime apériodique.

- Plus A est grand (frottement important), plus le systéeme mettra du temps a revenir a
sa position d’équilibre.

- Quand le systéme est sur-amorti, toute oscillation a disparu. Ce systéme peut ne pas
étre utile pour étudier les mouvements des sols car il n‘est pas possible que le sismomeétre
enregistre correctement ces mouvements.

cas d’un amortissement critique (régime critique)
A'=/12—a)02 =0 = 1=0
La solution X(t) a la forme suivante :
x(t) = e (A + Bt)
C’est un mouvement apériodique critique limitant le mouvement pseudo périodique et

le mouvement apériodique. Il est plus rapide que le mouvement apériodique. Le systéme
revient sans osciller a position d’équilibre sans la quitter.

cas d’un amortissement faible (régime sous amorti)
A':lz—woz <0 > A<CUO
L'équation caractéristique a donc deux racines complexes. La solution x(t) a la forme
Ssuivante :

x(t)=e™ (Ae*”t + Be’”t) avec o = \my> - A2
qui peut s’écrire aussi :
x(t) = Ae~* cos(wt + o)
L'allure de la solution x(t) est bien une sinusoidale en enveloppée par deux courbes

exponentielles d’équations x(t) = +Ae~*. Il s’agit d'un mouvement amorti de pseudo période T

(périodicité dans le temps ave diminution de I'amplitude). On l|'appelle aussi mouvement
sinusoidale exponentiellement amorti (sous amortissement). La pseudo période de |'oscillateur
reste toujours supérieure a la période propre Ty. de plus, la solution x(t) tend a annuler aprés

un certain temps.

Oscillateur forcé
Dans le cas d’un oscillateur libre amorti, le systéme une fois écarté de sa position
d'équilibre stable y revient sans effectuer d’oscillations dans le cas ou (4> @, ou A= w,).

Aprés un certain nombre d’oscillations, le systéme revient a sa position d'équilibre lorsque
(A < w,). Pour entretenir ces oscillations avec une amplitude constante, il faut imposer une

force excitatrice a cet oscillateur. Cette force fournit a l'oscillateur autant d’énergie qu’il en
perd (via la force de viscosité ou de frottement) au cours de chaque période.
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Exemple : Ressort horizontal -

Bilan des forces :
- F(t)= Fy cos(«t)i : Force excitatrice (F, et £ désignent respectivement I'amplitude et la
pulsation des oscillations forcées.

- F.(t) = —kx(t)i : Force de rappel du ressort

- P=-mgj : Poids de la masse m
- R : Réaction du support : R=R, +R,,, R; = —C)'((t)f et R, :‘

Ry

R,

= mx + kx + Cx = F, cos(a2t)

P.F.D dans % : mxi = —kxi —mgj — Cxi +|R,|Jj + Fo cos(t)i = mX = —kx — Cx + F, cos(¢2t)

. . C k F
= X+ 22X + 02X = 0f Xy cos(t) avec 1 = ——, oF = — et x5 =2
@o ®p Xo ( ) om @0 m 0=
La solution approximative de cette équation s'écrit : x(t) ~ Acos(2t + ¢) ol A et 4 sont

des constantes a déterminer.

Détermination des constantes A et ¢ :

x(t) ~ Acos(xt + ¢) = x ~ ~AQsin(2t + ¢), X ~ ~AQ? cos(x + ¢)

= — AQ? cos(t + ¢) - 2AAQ2 sin(t + @)+ wZ A cos(Qt + ¢) = wdx, cos(€t)

A et ¢ sont indépendante du temps, on peut les déterminer en considérant :
- Ot+¢=0 = A =-¢p = - AQ? + 03 A = w3 xy cos(p)

- Ot+ = % = —2JAQ = wi X, cos(% - ¢) = wgxq sin(g)

2 2
—AQ? + 02 A . - —AQ? + 2 A -
= cos(p) = % et sin(g) = sz'Q = 5 S LAl szQ -1
Wy Xg W Xg g Xg Wy Xg
= A= “0Xo = m et tan(p)= “0Xo 2/A0

2., 24 o2_ 2
\/(wg—02)2+4/12_(22 \/(wg_gz)?+4ﬁzgz —AQZ+a)OA 0° - wh
@oXo

2
on pose F(2)= (w2 - @2 +4120% = A@Q) =% . s5i 0 50= A x,, si
D ->0=>A->0

La fonction A(2) est extrémale si f(©2) est extrémale.

dgg?):_mo(a)g —.02)+8/12.Q:0 = 02=0ou Q:wongf avec 7, A1
oy 2
w%xo

422081 - 22

=8I 2=0=>A=Xy,SI =0, = A=

X0

22, - 22)
Si A= A,., on dit qu’il y a une résonance d’amplitude entre l'oscillateur et la force
excitatrice.

= L'amplitude maximale est : A, =
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II. Mouvements a Forces Centrales
On dit que M est soumis a une force centrale F lorsqu’il existe un point O fixe dans (%)

galiléen tel que, a chaque instant, I:'//w et “l-:“ ne dépend que de p = OM.

A

F
M —
- oM - -
ep :O_M’ F:F(,O,t)ep
ep
©)
zQ
> X
o
Exemple de forces centrales
Interaction gravitationnelle ~
énl rﬁr; Ep
. . — mlm -
Loi de Newton : Fp_,y = —Gwep

G : constante de gravitation (G = 6,67.10 1 kg tm3s~2)
fex . e mym -Gmim
Si O est fixe dans un référentiel galiléen : F(M) = -G—:— = 1
OM2 P2
La force gravitationnelle est une force centrale (exemple : soleil - planéte, planéte -
satellite)

Interaction coulombienne

—gl q £a p =0M
M
Loi de Coulomb : Fy_, = 41 %ép (dans le vide) ou ¢, est la permittivité électrique
&
du vide (—— = 9.10°N.m?.C"2 = 9.10%g.m>A%s~*).
4reg

Cette force est une force centrale si O est fixe dans (R) galiléen (exemple : proton -
électron)

Interaction newtonienne

C’est une force s’exprimant sous la forme Fy_, = _—/;ép (p = OM). Elle est attractive si
Yo

k > 0, et répulsive si k < 0. L'interaction newtonienne est un exemple de force centrale
I

Lorsque un point matériel est soumis a une force centrale :
- le moment cinétique par rapport au point O se conserve au cours du temps.

M:WMF:@:%(MWR):&
dt /%

- la trajectoire est plane et appartenant au plan formé par OM et V(M / %).

Lois des aires
Considérons une particule matérielle M soumise & une force centrale F de centre le
point O. Donc le mouvement de M est plan supposé le plan (xoy).
Soient M et M’ deux position voisines de la particule, sur sa trajectoire, aux instants t et
o . . ; doM MM
t + dt. Par définition le vecteur vitesse de la particule est : VIM / R)= =
P M /%)= % = dt/w
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— MM' = V(M / ®)dt

y
A
V(M /%)
M'(t + dt)
7
as/
_ ()
O-O(M/m)
O | -
0 » X

Comme M et M’ sont trés voisines, on peut confondre |I'arc MM’ et le segment MM’. Soit
ds I'aire du triangle OMM’ : ds = A(OMM’) = %HO—M A MM’H = %HO_M AV(M / mj‘dt

oo =|60(M /%) = HO_M AmV(M /SRX‘ = % = g—,‘; = cte : la vitesse aréolaire (Loi de Kepler ou

loi des aires)
OM = pe, = V(M /R)= e, +p¢é(p = 60(M/R)=mp?pk =00 = mp?¢

= p?p = " = 2A = C : constante des aires

Formules de Binet
1°"® loi de Binet
Le vecteur vitesse dans le référentiel ) en coordonnées polaires s’écrit :
V(M /R)= €, + pge,
dp dpdudgo -1du . ¢ du _ 5.du

1
On pose u = — ) — = - kel
P > P74t dudedt w2de’ u2de  ” 4

C=p%p=p :—CZ—: = V(M/ER):—CZ—(pép + Cué,

- 2 du 2 5 .
:HV(M /921‘ = Cz[(d_cﬁj + u2] : 1°" formule de Binet

2°me Joj de Binet
7M /%) =(p- po?, + 2p¢>+p¢>)e

d(pz) _ . oL
2/ )_o M/R)= (-
po+ PP = > dt = (M /%)= (5 - po?,
d du d(l) zzd 2. C . . 2
__ 9| c b2 _ 2,29 Y L = e
( ] dt( dwj dfﬂ( dfﬂjdt ! de? p(p:pz v=e=t
pp? = L 3 _C23
Yol

P

2
= (M /%)= (— c2u? 94U _ C2u3Jé
dgpz

- d?u -
= }/(M /9{) = —CZUZ[W + U)ep
= - 2.2 dZU - 5 .
= F=mjM/®R)=-mC?u el O 2°™me formule de Binet
4

La 2°™ |oi de Binet permet de déterminer p = p((p), si on connait la force F et les

conditions initiales. Elle permet aussi de déterminer I’expression de F si p = p(p) est connue.

56



Equation de la trajectoire
Soit un point matériel M de masse m en mouvement et soumis a |'action d’'une force

centrale F = —Lzép de centre le point O avec k est un scalaire positif.
Yol
D’aprés la 2°™ |oi de Binet permet on aura :
dZ[l}
2 2 2
e meA S u| K E |
P de P P de P
La solution de cette équation sans second membre est :l = acos((p —¢) ou a et ¢ sont
o)
des constantes d’‘intégration qui dépendent des conditions initiales.
Une solution particuliere d'une telle équation est :l = K 5
P mC

Dong, la solution finale est : 1. acos(p—¢)+ 5
P mC
L'axe polaire peut étre toujours choisit de facon a ce que ¢ =0, donc la solution de

' . . 1 . A .
I’équation du mouvement devient : = = acos(p)+ qui peut étre mise sous la forme
Yol

2

. | mC
suivante : p = ou p=T et e=ap

1+ e cos(p)

Cette derniére équation représente |'équation d’une conique dont le foyer coincide avec
I'origine O. alors p et e représentent respectivement le parametre et I'excentricité de la
conique.

Si on prend I'axe (Ox) comme axe de la conique on obtient x = pcos(p), y = p sin(p)

- P _ - _p-
p_1+ecos((p):>p p+epcoslp)=p+ex = p=p-ex

p? =x?>+y? = p? -2pex +e?x? =x2 +y? = (1—e2)x2 +y2 +2pex-p> =0
La nature de la trajectoire dépend de la valeur de e :

-Sie=0= x?+y? = p? = la trajectoire est un cercle.

-Sie=1= y? = 2p[§ - xj = 0 = la trajectoire est une parabole

ep V. y? p’
Sie¢1:>(x+ 2j+ 5= 5
l1-e l-e (1—62)
2 2 2 2
OnposeX:x+i2etY:y:>X2+ YZ: P - = XZ + YZ =1
1-e 1-e (1—e2) p p
(1—e2)2 1-e?
2 2 2 2
Si 0<e<1l = X—2+Y—2:1 avec A2 -—P ot Bzzp—2 = la trajectoire est une
A B (1_e2)2 1-e
ellipse.
2 2 2 2
Sies1= XY qjavecA?-— P _etB2-_P 3 trajectoire est une hyperbole.

A? B2 (1_62)2 e? -1

Energie mécanique
L'énergie mécanique du point matériel M s'écrit :
En(M/R)=Ec(M/R)+Ep(M/R)
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~ k _ - - — k - = k k
F:_?ep = dW(F/S{):—FdOM:?ep(dpep +pd¢e¢)=?dp:—d(;J

= dW(I:'/SR)z dE, avec Ep = _K, cte
e

= F est une force conservative dérivant d’une énergie potentielles E,(M / R) = K cte
Yol
On choisit la référence de I’énergie potentielle a I'infini c'est-a-dire E,(M /%) =0 si
p—> o = cte=0=> EP(M/*R):—K
Yol

1+ ecos(p)

= Ep(M /R)=—ku = -k 5

L'énergie cinétique de M est :

1 - 1 du)’
EC(M/ER):EmVZ(M/ER):EmCZ[( “j +u2]

do
PZL:u:l:“e—cos(Mzﬂ:_esm(@
1+ ecos(p) P D do 5
2 cin2
- EC(M/m):%mCZ{LZ(m+%+%ez C052(¢)+i22ecos((p)}

P p- p p
1 2 1 1

= EC(M/ER):EmCZ{Z—ZJr—Zer—ZZecos((p)}

= Ec(M/®)= #mcz[e2 +1+ Zecos((p)]

= Ec(M/®R)= %[e2 +1+2e COS((p)]

L'énergie mécanique est :

E,,,,(M/*J%):%[e2 +1+2ecos((p)]—k1+e—cos(@

p
:»Em(M/m)=%[e2—1]

La force F est conservative, donc I’énergie mécanique est constante
= Em(t) = Em(t = 0) =Ey

= E, :%[ez —1]

Si on connait la valeur de E,, on peut déterminer celle de e et déduire ainsi la nature

de la conique.

2 2
La valeur initiale de I’énergie mécanique est : £, = %mvo2 —L, p = m/((: = ;_r(;v
Po

* V, est le module du vecteur vitesse initial
* po est le module du vecteur position initial

* gy = HWI AmV(M / mﬂ - HOM0 A mVy(M / mj‘

-Sie=0= Ey = —% = la conique est un cercle.

-Sie

1= E, =0 = la conique est une parabole
-Si0<e<l1l = —% < Ey <0 = la conique est une ellipse.

-Si e>1= E, >0 = la conique est une hyperbole.
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