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Avant Propos 

  
 
 La mécanique du point est l'étude cinématique ou dynamique du mouvement des points 
matériels. La cinématique permet d'étudier les relations entre les paramètres du mouvement 
(position, vitesse, accélération, etc.), alors que la dynamique permet de prédire l'évolution de 
ces paramètres en connaissant les causes du mouvement. Celles-ci peuvent être les 
interactions de contact comme le frottement et la poussée, ou à distance comme l'attraction 
gravitationnelle et les interactions électromagnétiques. Toutes ces interactions sont modélisées 
par un objet physique unique: la force. Ainsi, en connaissant la force subie par le point 
matériel à tout moment, il est possible de prédire le mouvement. 
 Pour cela il est nécessaire de définir un référentiel, c'est-à-dire un repère de l'espace et 
une référence pour le temps (une horloge). Un point matériel est alors la donnée de quatre 
paramètres : trois coordonnées (x,y,z) permettant de le repérer dans l'espace, et une masse 
m. En pratique, cet objet représente soit un objet de petite taille (particule, petite bille, etc.), 
soit un objet de grande taille pour lequel on néglige les effets dus à cette taille, comme la 
rotation sur lui-même. Dans tous les cas, on appelle cet objet le mobile. On s'intéresse alors 
uniquement au mouvement du centre d'inertie ou barycentre de ce mobile. 
 Il est intéressant d'étudier un tel mouvement dans les cas statique et dynamique. D'une 
part, un point matériel est immobile dans un référentiel ℜ si sa vitesse est nulle dans ℜ. 
D'autre part, si la somme des forces s'exerçant sur le mobile est nulle, celui-ci a un 
mouvement rectiligne uniforme. Si ce n'est pas le cas, il existe une accélération qui entraîne 
une modification de la vitesse. Ceci est étudié en détails dans le chapitre de la dynamique du 
point. Dans ces deux cas, on peut résumer les principales caractéristiques du comportement 
de tels mobiles par les lois du mouvement de Newton. Celles-ci montrent par exemple que 
dans le vide, tous les objets en chute libre présentent le même mouvement (ceci devient faux 
lorsque intervient le frottement de l'air). 
 La mécanique du point, malgré son apparente simplicité, permet d'établir des 
comportements généraux importants comme le mouvement à force centrale, la mécanique du 
solide, la mécanique des fluides et la mécanique des milieux continus. 

 
Ce polycopié représente un support de cours de mécanique du point matériel. Il est 

destiné aux étudiants du premier semestre des filières SMP, SMC et SMA. On souhaite que les 
étudiants trouveront dans ce support un bon outil de travail qui leur permettra de combler les 
éventuelles lacunes qui peuvent avoir lieu lors de la prise des notes pendant l’explication du 
cours ou des travaux dirigés par leurs enseignants. 

Ce polycopié n’est qu’un complément de cours. Il ne pourra, en aucune façon, dispenser 
l’étudiant de sa présence en cours. 
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Chapitre I Rappels et Compléments Mathématiques 
 

Dans ce chapitre on donne quelques outils mathématiques nécessaires au 
développement des calculs lors de l’étude du mouvement d’un point matériel. 

 
I. Notion de vecteurs 
I. 1. Définition 
 Le vecteur est une grandeur qu’on ne peut caractériser que par les quatre propriétés 
suivantes : 
 - module (intensité, norme) 
 - support (direction) 
 - sens 
 - origine et extrémité 
 On distingue trois types de vecteurs : 
Exemples: 

AB est un vecteur d’origine A et d’extrémité B, de sens de A vers B, son support est la droite 

(AB) et de module ABAB = , distance entre A et B. 

 
 
 
 
I. 2. Vecteur lié 

Un vecteur lié est un vecteur dont le support et le point d’application sont fixes. Ce 
vecteur n’a qu’une représentation possible. 
Exemples : Vecteur vitesse, forces appliquées à un point matériel. 
 
I. 3. Vecteur glissant 

Un vecteur glissant est un vecteur caractérisé par son module, son sens et son support. 
On peut glisser ce vecteur sur son support sans changer son effet physique. 
 
I. 4. Vecteur libre 

Un vecteur libre est un vecteur dont le support et le point d’application ne sont pas 
fixes. Il existe alors une infinité de point de configuration de ce vecteur dans l’espace. Toutes 
ces représentations vectorielles sont équipollentes à ce vecteur. 
 
Remarques : 

- Toutes les grandeurs vectorielles dépendent de repères d’observation (exemples : 
vitesse, accélération…). 

- Les grandeurs scalaires ne dépendent pas des repères d’observation (exemple : 
masse, température…). 
 
II. Repérage d’un point matériel dans l’espace et dans le temps 

La connaissance du mouvement d’un point matériel revient à la connaissance de sa 
position en fonction du temps. 
 
II.1. Repérage de l’espace du temps 

Il est indiqué par une horloge et dont l’unité de mesure du temps est la seconde (s). 
 
II.2. Repérage de l’espace des positions 

Il est défini par un repère et un système de coordonnées. 
Un repère d’espace ou trièdre est un ensemble de trois axes non coplanaires 

(n’appartiennent pas au même plan) (Ox), (Oy) et (Oz). Le point O est appelé origine du 
repère noté ℜ(O, x, y,z). Si les axes (Ox), (Oy) et (Oz) sont perpendiculaires (normaux) deux 
à deux ((Ox)⊥(Oy), (Ox)⊥(Oz) et (Oy)⊥(Oz)), le repère ℜ est dit trirectangle. Si les axes (Ox), 
(Oy) et (Oz) obéissent à la règle du tire-bouchon, le repère ℜ est dit trirectangle direct. 
Règle du tire-bouchon : 

Le tire-bouchon se déplace dans le sens des 0>z , quand l’axe (Ox) est amené à se 
déplacer vers l’axe (Oy). 

A  

B 
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Remarque : l’ensemble d’un repère d’espace et d’un repère du temps constitue un référentiel. 
 
II.3. Notion de base d’un repère d’espace 

Sur chaque axe du repère ℜ(O, x, y,z), on définit un vecteur unitaire (de module égale 
à 1) indiquant l’orientation de l’axe. 

Soient i
r
, j

r
 et k

r
 des vecteurs unitaires portés, respectivement, par les axes (Ox), 

(Oy) et (Oz). Donc le système ( k,j,i
rrr
) forme une base orthonormée directe du repère ℜ(O, x, 

y,z). 
Dans tout ce qui suit on s’intéressera  aux bases orthonormées directes, c'est-à-dire les 

vecteurs de cette base sont orthogonaux entre eux, unitaires et forment un trièdre direct. 
 
Remarque : 

Tout vecteur v
r
 de l’espace vectoriel s’exprime d’une manière unique dans une base. Si 

( k,j,i
rrr
) est une base, alors kvjvivv

rrrr
321 ++= , v1, v2 et v3 sont les composantes de v

r
, 

respectivement suivant i
r
, j

r
 et k

r
. 

 
II.4. Représentation d’un vecteur 
II.4.1. Dans le plan 

Soit (xoy) un plan muni de la base ( j,i
rr
) et soit M un point appartenant à ce plan. 

                                                          Mx :Projection orthogonale de M  sur l’axe (Ox). 
                                                          My :Projection orthogonale de M  sur l’axe (Oy). 

                                                                   jOMiOMOMOMOM yxyx

rr
+=+=  

                                                        xOMx = , yOMy =  

                                                                   ( ) j,i

j,i

y     x
y

x
jyixOM rr

rr

rr
=








=+=  

                                              x et y sont les composantes de M. On écrit donc M(x,y). 
 
II.4.2. Dans l’espace 

Soit ℜ(O, x, y,z)un repère muni de la base orthonormée directe ( k,j,i
rrr
) et soit M un 

point de l’espace. 
H : Projection orthogonale de M sur le plan (xOy) 
 
(MH)//(Oz) , (MH) ⊥ (xOy) 
 

zyx OMOMOMHMOHOM ++=+=  

( ) k,j,i

k,j,i

z  y  x

z

y

x

kzjyixOM rrr

rrr

rrr
=

















=++=  

x, y, z sont les coordonnées de M dans la base  

( k,j,i
rrr
). Donc on écrit M(x,y,z). 

( )k,j,i
rrr

 : trièdre direct 

 

 

 

 

                        ( )k,j,i
rrr

 : trièdre indirect 

y 

x 

M 
My 

Mx O i
r
 

j
r
 

x 

y 

M 

H 
MX 

MZ 

MY 

x 

y O 

i
r
 

k
r
 

j
r
 

z 
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III. Opérations sur les vecteurs 

Soient kujuiuu
rrrr

321 ++= , kvjvivv
rrrr

321 ++=  et kwjwiww
rrrv

321 ++=  trois vecteurs 

quelconques de l’espace exprimés dans la base orthonormée directe ( k,j,i
rrr
). 

 
III.1. Addition 

( ) ( ) ( )kvujvuivuvu
rrrrr

332211 +++++=+  

 
III.2. Multiplication d’un vecteur par un scalaire 

kujuiuu
rrrr

321 λλλλ ++=  

 
III.3. Produit scalaire 

Le produit scalaire de u
r
 et v

r
 est le scalaire défini par : 

332211 vuvuvuvu ++=•
rr

 
2

3
2

2
2

1
22 uuuuuuu ++===•

rrrr
 

Le module du vecteur u
r
 sera défini par : 2

3
2

2
2

1 uuuu ++=
r

 

 Le produit scalaire de u
r
 et v

r
 peut être défini par : 









=•

∧
v,ucosvuvu
rrrrrr

 

 L’angle formé entre les vecteurs u
r
 et v

r
 est donné par : 

















++++

++
=













 •
=







 ∧

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

vvvuuu

vuvuvu
cosAr

vu

vu
cosArv,u rr

rr
rr

 

Remarques : 
- Si u

r
 et v

r
 sont non nuls : u

r
⊥v
r
⇔ u

r
•v
r
 = 0. 

- Si u
r
•v
r
 = 0 ⇒ 0

rr
=u  ou 0

rr
=v  ou u

r
⊥v
r
. 

- ( )( ) 1321 001 ukjikujuiuiu =++++=•
rrrrrrrr

, ( )( ) 2321 010 ukjikujuiuju =++++=•
rrrrrrrr

 

( )( ) 3321 100 ukjikujuiuku =++++=•
rrrrrrrr

 

- Si kAjAiAA
rrrr

321 ++=  un vecteur non nul, on peut lui faire associer un vecteur 

unitaire B
r

défini par : 
2

3
2

2
2

1

321

AAA

kAjAiA

A

A
B

++

++
==

rrr

r

r
r

 

- Le produit scalaire est invariant par tout changement de base. C'est-à-dire si u
r
 et v

r
 

sont exprimés dans deux bases différentes ( k,j,i
rrr
) et ( k,j,i ′′′

rrr
) :  

kujuiukujuiuu ′′+′′+′′=++=
rrrrrrr

321321 , kvjvivkvjvivv ′′+′′+′′=++=
rrrrrrr

321321  

on aura 332211332211 vuvuvuvuvuvuvu ′′+′′+′′=++=•
rr

. Alors on dit que le produit scalaire 

constitue une propriété qui décrit la conservation de la longueur dans l’espace. 
- Pour calculer le produit scalaire de deux vecteurs quelconques, il faut exprimer ces 

deux vecteurs dans la même base. 
 
III.4. Produit vectoriel 

Le produit vectoriel de deux vecteurs u
r
 et v

r
 est le vecteur noté vu

rr
∧  et caractérisé 

par : 

- son module : 







=∧

∧
v,usinvuvu
rrrrrr

 

- sa direction est perpendiculaire au plan formé à la base de u
r
 et v

r
( vu

rr
∧ ⊥u

r
, vu

rr
∧ ⊥v

r
) 

- son sens est tel que le trièdre (u
r
, v

r
, vu

rr
∧ ) est direct. 

Ce produit vectoriel peut être exprimé par : 
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( ) ( ) ( )kvuvujvuvuivuvu

v       u

v     u

     v       u

vu

k,j,i3

2

rrrrr

rrr

122113312332

3

2

11

−+−−−=∧=∧  

Propriétés : 
- uvvu

rrrr
∧−=∧ (anti commutatif) 

- ( ) wvwuwvu
rrrrrrr

∧+∧=∧+  
- ( )vuvuvu

rrrrrr
∧=∧=∧ λλλ  

- ( ) ( ) wvuwvu
rrrrrr

∧∧≠∧∧ (non associatif) 
Remarques : 

- vu
rr

∧  est l’aire du parallélogramme formé par u
r
 et v

r
 : 

- Si u
r
 et v

r
 sont non nuls : u

r
//v

r
 ⇔ 0

rrr
=∧ vu  

- Si 0
rrr

=∧ vu  ⇒ 0
rr

=u  ou 0
rr

=v  ou u
r
//v

r
. 

- Pour la base ( k,j,i
rrr
), on a :  

0=•=•=• kjkiji
rrrrrr

, kji
rrr

=∧ , ikj
rrr

=∧ , jik
rrr

=∧  et 1=== kji
rrr

 

Exemple : 

( ) ( ) ( ) kkji

      

      

        

ji

k,j,i

rrrrrr

rrr

=×−×+×−×−×−×=∧=∧ 001100011000
0  0
10
01

 

 
III.5. Double produit vectoriel 

Le double produit vectoriel des vecteurs u
r
, v

r
 et w

r
 est un vecteur défini par : 

( ) ( ) ( )wvuvwuwvu
rrrrrrrrr

•−•=∧∧  
et appartenant au plan ( )w,v

rr
. 

 
III.6. Produit mixte 

Le produit mixte des trois vecteurs u
r
, v

r
 et w

r
, dans cet ordre, est un scalaire noté 

( )w,v,u
rrr

 et défini par : 
( ) ( )wvuw,v,u

rrrrrr
∧•=  

 Toute permutation circulaire des vecteurs u
r
→v

r
→w

r
 laisse invariant le produit mixte 

c'est-à-dire ( ) ( ) ( )v,u,wu,w,vw,v,u
rrrrrrrrr

== . 

 ( ) ( )wvuw,v,u
rrrrrr

∧•=  est le volume du parallélépipède formé par u
r
, v

r
 et w

r
 : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

IV. Fonction vectorielle 
IV.1. Cas d’une fonction à une seule variable 
IV.1.1. Définition 

 A chaque variable x, on fait associer un vecteur u
r
, alors on définit une fonction 

vectorielle ( )xu
r

 c'est-à-dire x→ ( )xu
r

 

 Dans une base orthonormée directe ( k,j,i
rrr
), ( )xu

r
 est défini par les trois composantes 

qui dépendent de x : ( ) ( ) ( ) ( )kxujxuixuxu
rrrr

321 ++=  

 

u
r

 

v
r

 

vu
rr

∧  

u
r

 

w
r

 

v
r
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IV.1.2. Dérivée totale par rapport à une variable 
Soit u

r
 une fonction vectorielle qui dépend d’une variable donnée, par exemple le temps 

t, tel que ( ) ( )tOMtu =
r

, O étant un point fixe et M un point matériel décrivant une trajectoire 
(C) quand le temps varie. 

À l’instant tt ∆+  le point M occupe la position M’ c'est-à-dire 

( ) ( ) MOttuttOM ′=+=+ ∆∆
r

 
La dérivée de ( )tu

r
 par rapport à t est un vecteur 

défini par : 
( ) ( ) ( )

t

tuttu
lim

dt

tud

t ∆
∆

∆

rrr
−+

=
→0

 

On a ( ) ( ) MMOMMOtuttu ′=−′=−+
rr

∆ , donc  

( )
dt

OMd

t

MM
lim

dt

tud

t
=

′
=

→ ∆∆ 0

r

 

  

Si t∆  tend ver 0, M’ est très proche de M et le vecteur MM ′  sera tangent en M à la courbe (C) 

et par conséquent le vecteur 
( )

dt

tud
r

 deviendra tangent en M à cette courbe. 

Remarque : 

La dérivée 
( )

dt

tud
r

 n’a de sens que dans un référentiel. Alors on écrit 
( )
ℜ/dt

tud
r

, lorsqu’on 

dérive u
r
 dans ℜ , tout en gardant les vecteurs de la base de ℜ comme des constantes. 

 
IV.1.3. Propriétés de la dérivée 

 - 0
rr

r
=

ℜ
→ℜ=

/dt

ud
/cteu  

 - ( ) ( ) ( )tu
/dt

tud
ctetu

r
r

r
⊥

ℜ
→≠= 0  

 - 
( ) ( )[ ] ( ) ( )

ℜ
+

ℜ
=

ℜ

+

/dt

tvd

/dt

tud

/dt

tvtud
rrrr

 

 - 
( ) ( )[ ] ( ) ( )

ℜ
+

ℜ
=

ℜ

+

/dt

tvd

/dt

tud

/dt

tvtud
rrrr

βα
βα

 (α  et β  sont des constantes) 

 - 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

dt

tf
tu

/dt

tud
tf

/dt

tutfd r
rr

+
ℜ

=
ℜ

 ( ( )tf  est une fonction scalaire) 

 - 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

ℜ
+

ℜ
=

ℜ /dt

tvd
tu

/dt

tud
tv

/dt

tvtud
r

r
r

r
rr

 

 - 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

ℜ
∧+∧

ℜ
=

ℜ

∧

/dt

tvd
tutv

/dt

tud

/dt

tvtud
r

rr
rrr

 

 
IV.1.4. Différentielle totale 

La différentielle totale d’une fonction vectorielle à une seule variable t, ( )tu
r

 est 
exprimée par : 

( ) ( ) ( ) dt
/t

u
tudttutud

ℜ∂
∂

=−+=
r

rrr
 

(dans le cas d’une fonction vectorielle à une seule variable on a 
ℜ∂

∂
=

ℜ /t

u

/dt

ud
rr

) 

 
IV.2. Cas d’une fonction à plusieurs variables 

Les fonctions vectorielles à n variables peuvent être considérées comme les données de 
p fonctions scalaires de n variables :  

( ) ( ))x,...,x,x(f),...,x,...,x,x(f),x,...,x,x(ffx,...,x,xf npnnn 2121221121

rr
=  

 

M 

O 

i
r
 

k
r
 

j
r
 

M ′  
(C) 
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IV.2.1. Dérivée partielle par rapport à une seule variable 

La dérivée partielle de f
r
 par rapport à une variable jx  est la dérivée par rapport à 

cette variable tout en considérant les autres variables ( ji,x i ≠ ) comme des constantes. Elle 

est notée :

ji
ctexj i

x

f

≠
=







∂

∂
r

  

 
IV.2.2. Différentielle totale 

La différentielle totale d’une fonction vectorielle à n variables, ( )nx,...,x,xf 21

r
 est 

exprimée par : 

n

ni
ctxn

i
ctex

i
ctex

dx
x

f
......dx

x

f
dx

x

f
fd

iii
≠
=

≠
=

≠
= 







∂

∂
++








∂

∂
+








∂

∂
=

rrr
r

2

2
2

1

1
1

 

Exemple : 

Soit ( )z,y,xf
r

 une fonction vectorielle à trois variables définie par :  

( ) kxzjyixz,y,xf
rrrr

++= 2 . 

dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f
fd

cty,xctez,xctez,y ===







∂

∂
+








∂

∂
+








∂

∂
=

rrr
r

 

On a kzix
x

f rr
r

+=
∂

∂
2 , j

y

f r
r

=
∂

∂
, kx

z

f r
r

=
∂

∂
 alors ( )kxdzzdxjdyixdxfd

rrrr
+++= 2  

 
V. Equations différentielles 
V.1. Equations différentielles du 1er ordre 

Une équation différentielle du premier ordre est une relation sous la forme : 

0=







dt

)t(dx
),t(x,tf  

avec x une fonction de t. 

Exemple : 03 2 =−+ tx
dt

dx
 

La résolution de cette équation revient à exprimer x en fonction de t en tenant compte 
des conditions imposées (conditions initiales). 
 
V.2. Quelques types d’équations différentielles du 1er ordre 
V.2.1. Equations différentielles à variables séparées (ou séparables) 

Si 0=







dt

)t(dx
),t(x,tf  peut se mettre sous la forme 

( )
( )xg

th

dt

dx
=  où h(t) est une fonction 

uniquement de t et g(x) une fonction uniquement de x, on dit que l’on a une équation 
différentielle à variables séparées. 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) CxGtHdxxgdtthdtthdxxg
xg

th

dt

dx
+=⇒=→=→= ∫ ∫  

H et G sont respectivement les fonctions primitives de h et g. 
 
Exemple : 

( ) Ctln
x

ln
t

dt

x

dx

t

x

dt

dx

t

x

dt

dx
++=

−
⇒

+
=

−
→

+

−
=→=

+

−
− 1

1
1

111
1

0
1
1

 

Si x(t = 0)=0, on aura C = 0 et on obtient 
t

x
+

±=
1

1
1  

 
V.2.2. Equations différentielles homogènes 

Si 0=







dt

)t(dx
),t(x,tf  peut s’écrire sous la forme 








=

t

x
h

dt

dx
, alors cette équation est 

dite homogène. 
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Exemple : 

( )

2

22
1

0

t

x

t

x

dt

dx
xt

dt

dx
tx









+

=→=+−  

Si on pose 
t

x
u = , on trouve 

dt

du
tu

dt

dx
+=  et 

u

u

dt

dx 21 +
=  ⇒ 

udt

du
t

u

u

dt

du
tu

11 2

=→
+

=+  

→ udu
t

dt
=  ⇒ ( ) Ctln

u
+=

2

2

 ⇒ ( )( ) 2222 2 tCtlntux +==  ⇒ ( ) Ctlntx += 2  

 
V.2.3. Equations différentielles linéaires 

Une équation différentielle est dite linéaire s’elle est sous la forme : 

( ) ( )tgtxf
dt

dx
=+ . 

Exemple : 

On détermine la fonction x(t) pour que 2t
t

x

dt

dx
=−  avec x(1) = 1. Pour déterminer 

x(t), on procède de la manière suivante : 

 - On résout l’équation sans second membre c'est-à-dire 0=−
t

x

dt

dx
. 

Cette équation est une équation à variables séparées et sa solution générale est 
Ct x(t) =  (C est une constante à déterminer). 
- On remplace la constante C par la fonction C(t) dans l’équation avec second membre. 

(méthode de la variation de la constante) 
( )

ktCtdtdCtCC
dt

dC
tt

t

Ct

dt

Ctd
t

t

x

dt

dx
+=→=→=−+→=−→=− 2222

2
1

 (k est 

une constante). 

- La solution générale est donc ( ) ktttx += 3

2
1

 

- La condition initiale impose 
2
1

=k  

 - La solution unique est ( ) tttx
2
1

2
1 3 +=  

 
V.3. Equations différentielles du 2ème ordre 

Une équation différentielle du deuxième ordre est une relation sous la forme 

0
2

2

=










dt

)t(xd
,

dt

)t(dx
),t(x,tf  avec x une fonction de t.  

Le cas particulier de telle équation s’écrit sous la forme suivante :  

( )tfbx
dt

)t(dx
a

dt

)t(xd
=++ 2

2

2

 (a et b sont des constantes par rapport au temps t). 

 
V.3.1. Procédures de résolution 

La détermination de la solution x(t) se fait en deux étapes : 
 - On cherche la solution générale xg(t) de l’équation sans second membre : 

( )txbx
dt

)t(dx
a

dt

)t(xd
g⇒=++ 02

2

2

 

- On cherche une solution particulière xp(t) de l’équation avec second membre. 
La solution x(t) est alors la somme des deux solutions (t)x  (t)x  x(t) pg +=  

 
V.3.2. Recherche de la solution générale de l’équation sans second membre 

L’équation caractéristique de telle équation s’écrit 022 =++ barr . Selon le signe du 

discriminant réduit ba −=′ 2∆  trois cas peuvent se présenter : 
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 - Cas où ba >2  

 ( ) ( ) ( )trexpCtrexpCtxbaar g,, 2211
2

21 +=⇒−±−=  ( 1c  et 2c  sont des constantes) 

 
- Cas où ba <2  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]tcosBtsinAatexp                                    

tiexpktiexpkatexptx  baiar g,,

ωω

ωω

+−=

−+−=⇒−±−= 21
2

21  

22 1 ab,i −=−= ω , A et B étant des constantes. 
 

- Cas où ba =2  
( ) ( )atexpCtxarr −=⇒−== 21  ne peut pas être une solution générale parce qu’elle ne 

dépend que d’un seul paramètre arbitraire C (l’équation est de 2ème ordre). On cherche alors à 
satisfaire l’équation sans second membre avec une fonction de la forme ( ) ( ) ( )atexptCtx −= . 

Donc la solution générale de l’équation sans second membre dans le cas où 
ba =2 ( 0=′∆ ) est de la forme : ( ) ( )( )BAtatexptxg +−=  (A et B étant des constantes). 

 
V.3.3. Recherche d’une solution particulière de l’équation avec second membre 

Remarquant que l’on peut mettre la solution générale de l’équation sans second 
membre  (t)xg sous la forme  xCxCx(t) 2211 += où x1 et x2 sont deux solutions linéairement 

indépendantes de l’équation sans second membre et C1 et C2 des constantes arbitraires. 
Pour trouver des solutions particulières, on utilise la méthode de la variation des 

constantes qui consiste à considérer C1 et C2 comme des fonctions de t qu’il faut déterminer. 
Dérivons  xCxCx(t) 2211 += par rapport au temps : 

 xCxC xCxC(t)x 22112211 ′+′+′+′=′  
Choisissant C1 et C2 de manière que soit satisfaite l’égalité 0=′+′  xCxC 2211 . Ceci étant, 

la dérivée première x ′  devient   xCxC(t)x 2211 ′+′=′ . Dérivons maintenant cette expression, on 

trouve:  
 xCxC xCxC(t)x 22112211 ′′+′′+′′+′′=′′ . 

Substituons x , x ′  te x ′′  dans l’équation avec second membre, on obtient : 
( ) ( ) ( )tfxCxCxb xaxCxbxaxC 221122221111 =′′+′′++′+′′++′+′′ 22  

x1 et x2 sont des solutions de l’équation homogène, alors cette dernière égalité s’écrit : 
( )tfxCxC 2211 =′′+′′  

Ainsi,  xCxCx(t) 2211 += est une solution de l’équation avec second membre pourvu 

que les fonctions C1 et C2 satisfassent aux équations : 
0=′+′  xCxC 2211  et ( )tfxCxC 2211 =′′+′′ . 

En résolvant ce système, on trouve C’1 et C’2 comme fonction de t : 
( )tgC 11 =′ , ( )tgC 22 =′  

On trouve en intégrant : 

( ) 111 kdttgC += ∫ , ( ) 222 kdttgC += ∫  

où k1 et k2 sont des constantes d’intégration. 
En substituant ces deux dernières expressions dans  xCxCx(t) 2211 += , on trouve une 

intégrale dépendant de deux constantes arbitraires k1 et k2 c'est-à-dire la solution générale de 
l’équation avec second membre. 
 
Exemple : 

On cherche la solution générale de l’équation t
t

x
x =

′
−′′  

L’équation homogène 0=
′

−′′
t

x
x  admet comme solution générale 2

2
1 CtCx +=  

Pour trouver une solution particulière on considère C1 et C2 comme des fonctions de t 
satisfaisant le système suivant : 
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0=′+′  xCxC 2211  et txCxC 2211 =′′+′′  

qui admet comme solutions :  

2
1

1 =′C  et 2
2 2

1
tC −=′  

et par intégration : 

11 2
k

t
C +=  et 2

3
2 6

1
ktC +−=  

Substituant ces deux expressions dans l’équation 2
2

1 CtCx += , on obtient la solution 

générale de l’équation de t
t

x
x =

′
−′′  sous la forme : 

2
32

1 3
1

kttkx ++=  (k1 et k2 sont des constantes arbitraires) 

 
VI. Système de coordonnées 

Selon la nature de la trajectoire d’un point matériel, sa position peut être repérée par 
l’un des systèmes de coordonnées : cartésiennes ou cylindriques ou sphériques. 

Soient ℜ(O,x,y,z) un repère muni d’une base orthonormée directe ( k,j,i
rrr
), M un point 

à repérer, N la projection de M sur le plan (xOy) et z sa projection sur l’axe (Oz). 
 
VI.1. Système de coordonnées cartésiennes 
 
 
 
                                                                 Les variables x, y et z définissent d’une manière  
                                                                 unique la position de M par rapport à ℜ tel que  
                                                                 +∞≤≤−∞ x , +∞≤≤−∞ y  et +∞≤≤−∞ z . Elles  

                                                                 sont appelées les coordonnées de M dans le  
                                                                 repère cartésien ℜ(O,x,y,z).  

     kzjyixOM
rrr

++=  est le vecteur position de M  
      dans ℜ. 

                                                                   Le système ( )k,j,i
rrr

 constitue la base  

                                                                    cartésienne. 
 
VI.2. Système de coordonnées cylindriques 

Le point M de coordonnées x, y et z peut aussi être repéré 
d’une manière unique par les variables ρ, ϕ et z définies par : 

ON=ρ , 







=

∧
ON,Oxϕ  et NMz =  tel que 0≥ρ , πϕ 20 ≤≤  

et +∞≤≤−∞ z .  
( ) ( )z,,Mz,y,xM ϕρ↔  

 Les variables ρ, ϕ et z représentent les coordonnées  
cylindriques du point M. 
 Aux coordonnées ρ, ϕ et z on fait associer la base  
orthonormée directe ( )ze,e,e

rrr
ϕρ  appelée base cylindrique tel  

que : 

ON

ON
e =ρ
r

 vecteur unitaire porté par ON . 

ϕe
r

 vecteur unitaire perpendiculaire à ρe
r

 et appartenant au plan (xOy) ( ρe
r

 et ϕe
r

 ∈ (xOy)). 

ze
r

 vecteur unitaire parallèle à l’axe (Oz) ( kez

rr
= ). 

 
Remarques : 

- Quand ρ varie, ϕ et z sont constantes alors M décrit une droite parallèle à (ON). 

M 

N 
x 

y 
O 

i
r
 

k
r
 

j
r
 

z 

M 

N 

x 

y O 

ρe
r

 

ze
r

 

ϕe
r

 

z 

ϕe
r

 

ρe
r

 

ϕ  

ze
r
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- Quand ϕ varie, ρ et z sont constantes alors M décrit un cercle de rayon ρ et dont le 
centre appartenant à l’axe (Oz). 

- Quand z varie, ϕ et ρ sont constantes alors M décrit une droite parallèle à (Oz). 
- Quand M se déplace dans l’espace, ρe

r
 et ϕe

r
 changent, donc la base ( )ze,e,e

rrr
ϕρ  est 

une base mobile. 
- Le système de coordonnées cylindriques est utilisé dans le cas des problèmes ayant 

des axes de symétrie. 
- Un vecteur quelconque peut s’exprimer dans la base ( )ze,e,e

rrr
ϕρ  de la manière 

suivante :  

zzevevevv
rrrr

++= ϕϕρρ  avec ρv , ϕv  et zv  les coordonnées cylindriques de v
r
. 

Relation entre les coordonnées cartésiennes et cylindriques : 

Les vecteurs i
r
, j

r
, ρe

r
 et ϕe

r
 appartiennent au même plan (xOy). 

 

                              ( ) ( )jsinicose
rrr

ϕϕρ +=  

                              ( ) ( )jcosisine
rrr

ϕϕϕ +−=  

                              kez

rr
=  

 
Le vecteur position de M est exprimé par : 

 

( ) ( ) kzjyixkzjsinicosezeNMONOM z

rrrrrrrr
++=++=+=+= ϕρϕρρ ρ  

 Donc la relation entre les coordonnées cartésiennes et cylindriques est : 
( )ϕρ cosx =  et ( )ϕρ siny =  

 
Cas particulier : Coordonnées polaires 

Si z est contant (M se déplace dans un plan), la position de M est repérée uniquement 
par ρ et ϕ. Donc dans ce cas, ces deux coordonnées sont appelées les coordonnées polaires de 
M. 
 
                                                                    ( )ϕρ e,e

rr
 : base polaire 

                                                                     OM=ρ  : rayon polaire 

                                                                     







=

∧
OM,i

r
ϕ  : angle polaire 

                                                                     ( ) ( ) jyixjsinicosOM
rrrr

+=+= ϕρϕρ  
 
 
VI.3. Système de coordonnées sphériques 

Le point M de coordonnées x, y et z ou ρ, ϕ et z peut aussi  
être repéré d’une manière unique par les variables r, θ et  

ϕ définies par : OMr = , 







=

∧
OM,Ozθ  et 








=

∧
ON,Oxϕ   

tel que 0≥r , πθ ≤≤0  et πϕ 20 ≤≤ .  
( ) ( )ϕθ ,,rMz,y,xM ↔  

Les variables r, θ et ϕ représentent les coordonnées  
sphériques du point M. 

Aux coordonnées r, θ et ϕ on fait associer la base  
orthonormée directe ( )ϕθ e,e,er

rrr
 appelée base sphérique  

tel que : 

OM

MO
er =
r

 vecteur unitaire porté par OM . 

θe
r

 vecteur unitaire perpendiculaire à re
r

 et appartenant au plan (k
r
,OM ). 

i
r

 

j
r

 

ρe
r

 

ϕe
r

 

ze
r

 

k
r

 •  

ϕ  

ϕ  

i
r

 

j
r

 

ρe
r

 ϕe
r

 

y  

x  

ϕ  

ϕ  

M  

ρ  

M 

N 

θe
r

 

re
r

 

ϕe
r

 

ϕe
r

 

ρe
r

 

ϕ  

k
r
 

x 

y O 

z 

θ  r  

ρ  

i
r
 

j
r
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ϕe
r

 vecteur unitaire tel que la base ( )ϕθ e,e,er

rrr
 soit directe ou bien θϕ eee r

rrr
∧= . 

 
Remarques : 

- Quand r varie, θ  et ϕ sont constantes alors M décrit une droite parallèle à (OM). 
- Quand ϕ varie, r et θ sont constantes alors M décrit un cercle de rayon ( )θρ sinr=  et 

dont le centre appartenant à l’axe (Oz). 
- Quand θ varie, r et ϕ sont constantes alors M décrit le demi cercle méridien de rayon r 

et de centre O. 
- La base ( )ϕθ e,e,er

rrr
 est une base mobile. 

- Le système de coordonnées sphériques est appliqué dans le cas des problèmes 
présentant une symétrie sphérique autour d’un point que l’on prend comme origine d’un repère 

- Un vecteur quelconque peut s’exprimer dans la base ( )ϕθ e,e,er

rrr
 de la manière 

suivante :  

ϕϕθθ evevevv rr

rrrr
++=  avec rv , θv  et ϕv  sont les coordonnées sphériques de v

r
. 

 
Relation entre les coordonnées cartésiennes et sphériques : 

Les vecteurs k
r
, re

r
, θe

r
 et ρe

r
 appartiennent au même plan hachuré ( k

r
,OM ). 

 
 

                                                 ( ) ( ) ρθθ esinkcoser

rrr
+=  

 
 

                                                 ( ) ( ) ρθ θθ ecosksine
rrr

+−=  

 
 

On a ( ) ( )jsinicose
rrr

ϕϕρ +=  donc re
r

, θe
r

 et ϕe
r

s’écrivent : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kcosjsinsinicossiner

rrrr
θϕθϕθ ++=  et ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ksinjsincosicoscose

rrrr
θϕθϕθθ −+=  

( ) ( ) θϕ ϕϕ eejcosisine r

rrrrr
∧=+−=  

Le vecteur position s’écrit :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) kzjyixkcosrjsinsinricossinrerOM r

rrrrrrr
++=++== θϕθϕθ  

La relation entre les coordonnées cartésiennes et sphériques est : 
( ) ( )ϕθ cossinrx = , ( ) ( )ϕθ sinsinry =  et ( )θcosrz =  

 
VII. Vecteur déplacement élémentaire 

Le vecteur déplacement élémentaire et la différentielle totale de la fonction vectorielle 

( )γβα ,,OM  c'est-à-dire OMd . L’expression de OMd  dépend du système de coordonnées utilisé 

( MMOMd ′= , M ′  est très proche de M) 
 

En coordonnées cartésiennes :  kdzjdyidxOMd
rrr

++=  

En coordonnées cylindriques :  kdzededOMd
rrr

++= ϕρ ϕρρ  

En coordonnées sphériques :  ( ) ϕθ ϕθθ edsinredredrOMd r

rrr
++=  

 
VIII. Eléments de surface et de volume 

En coordonnées cartésiennes : 
 
 

Elément de surface : dydxds =  

 
 
Elément de volume : dzdydxdv =  

ρe
r

 

θe
r

 

re
r

 

ϕe
r

 

k
r

 

⊗  

θ  

θ  

M 

N 

x 

y O 

i
r
 

k
r
 

j
r
 

1
z 

dx 

dy 

dz 

k
r
 

j
r
 

i
r
 

M′  
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En coordonnées cylindriques : 
 
 
 

Elément de surface : dzdds ϕρ=  

 
 

Elément de volume : dzdddv ϕρρ=  
 
 
 
 
En coordonnées sphériques : 

 
 
 

Elément de surface : ( ) ϕθθ ddsinrds 2=  

 
 

Elément de volume : ( ) ϕθθ ddsindrrdv 2=  
 
 
 
 
 
IX. Opérateurs mathématiques 
IX.1. Opérateur gradient 

Le gradient d’une fonction scalaire f est une fonction vectorielle notée fgrad  dont 

l’expression dépend du système de coordonnées dans lequel la fonction f est exprimée. 
 
En coordonnées cartésiennes : 

( ) k
z

f
j

y

f
i

x

f
fgradz,y,xf

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=→  

 
En coordonnées cylindriques : 

( ) ze
z

f
e

f
e

f
fgradz,,f

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=→ ϕρ ϕρρ
ϕρ

1
 

 
En coordonnées sphériques : 

( ) ( ) ϕθ ϕθθ
ϕθ e

f

sinr
e

f

r
e

r

f
fgrad,,rf r

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=→
11

 

 Le gradient de f peut être exprimé par  

ffgrad ∇=
r

 

où ∇
r

 est le vecteur nabla dont les composantes sont définies par : 

( )













∂
∂

∂
∂
∂
∂

=∇

k,j,i/
z

y

x

rrr

r
, 

( )













∂
∂

∂

∂

∂

∂

=∇

ze,e,e/
z

rrr

r

ϕρ

ϕρ

ρ
1

 et 

( ) ( )













∂

∂
∂

∂
∂

∂

=∇

ϕθϕθ

θ

e,e,e/
sinr

r

r

r

rrr

r

1

1
 

 
IX.2. Opérateur divergence 

La divergence d’une fonction vectorielle f
r
est le scalaire défini par : 

N 

x 

y 

ϕd  

re
r

 

ϕe
r

 

z 

θe
r

 

ϕ  

dr  

θd  θ  

M  

M′  

O 

r  

N 

x 

y 

ρe
r

 

ze
r

 

ϕe
r

 

z 

ϕe
r

 

ϕ  ϕd  

ρd  

dz  

M  

M ′  

ρe
r

 

O 

ρ  

ρ  
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ffdiv
rrr

•∇=  
 
IX.3. Opérateur rotationnel 

Le rotationnel d’une fonction vectorielle f
r
est le produit vectoriel défini par : 

ffrot
rrr

∧∇=  
 
Remarques : 

- Pour calculer fdiv
r
 et frot

r
, il faut exprimer f

r
 et ∇

r
 dans la même base. 

- Si f est une fonction scalaire définie en M, alors OMdfgraddf =  (voir TD 1). 

- Quelque soit la fonction scalaire f, on a ( ) 0
r

=fgradrot . 

- Si 0
rr

=frot , il existe une fonction scalaire g telle que ggradf =
r

. On dit alors que f
r
 

dérive d’un potentiel g. 
 
Exemple : 

Soit f
r
 une fonction vectorielle définie par : kzjyixf

rrrr
++= . On calcule fdiv

r
 et frot

r
. 

f
r
 est une fonction vectorielle exprimée dans la base cartésienne ( )k,j,i

rrr
, donc pour 

calculer fdiv
r
 et frot

r
, on exprime le vecteur ∇

r
 dans cette même base. 

Les composantes de f
r
 dans la base ( )k,j,i

rrr
 sont :  

xfx = , yfy =  et zfz =  

Alors, on obtient : 

( ) 3=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=++









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=•∇=
z

f

y

f

x

f
kfjfifk

z
j

y
i

x
ffdiv zyx

zyx

rrrrrrrrr
 

0000
rrrr

rrrrrr

rrr

=+−=












∂

∂
−

∂

∂
+









∂

∂
−

∂

∂
−











∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂

∧
∂

∂
∂

∂

=∧∇=

kji                                                  

k
y

f

x

f
j

z

f

x

f
i

z

f

y

f

 f                  
z

f                 
y

f                   
x

ffrot xyxzyz

k,j,i
z

y

x

 

Alors f
r
 dérive d’un potentiel g tel que ggradf =

r
. 
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Chapitre II Cinématique du Point Matériel 
 

La cinématique du point matériel est définie comme l’étude du mouvement d’un point 
matériel, indépendamment des causes qui le produisent. 

La notion du mouvement est relative, puisqu’elle est dépendante d’un repère par 
rapport auquel elle est définie. 
 
I. Définitions 
I.1. Point matériel 

Un point matériel est un objet dont la forme et la dimension sont négligeables lors de 
l’étude de son mouvement. Seule la position du centre de masse d’un point matériel est à 
considérer. A chaque instant (t), il est repéré par trois coordonnées : ( )z,y,x  ou ( )z,,ϕρ  ou 

( )ϕθ ,,r . 
 

I.2. Trajectoire 
La trajectoire est l’ensemble des positions successives occupées par un point matériel 

au cours de son mouvement. Sa nature reste toujours relative à un référentiel. 
La position du point matériel sur sa trajectoire (C) est repérée par le vecteur position 

OM . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Le fonctions x(t), y(t) et z(t) représentent les équations horaires du mouvement de M 

dans le repère ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  

 En général, pour déterminer la nature de la trajectoire de M par rapport à ( )k,j,i,O
rrr

ℜ , 
on détermine les fonctions scalaires x(t), y(t) et z(t), puis on détermine une relation liant ces 
fonctions sous la forme ( ) ( ) ( )( ) 0=tz,ty,txf  et en déduire la nature de la trajectoire. 

Exemple : 
M un point matériel en mouvement dans le plan (xOy) tel que : ( ) ( )tcosRtx ω= , 

( ) ( )tsinRty ω=  et ( ) 0=tz . 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) 2222

222222

RtsintcosR                    

tsinRtcosRtytx

=+=

+=+→
  

Cette relation est l’équation caractéristique d’un cercle  
de rayon R et de centre O(0.0). Alors la trajectoire est  
un cercle de rayon R et de centre O. 

 
 
I.3. Dérivée temporelle d’un vecteur par rapport à un référentiel 

La dérivée temporelle d’un vecteur quelconque A
r
 par rapport à un référentiel ℜ est la 

dérivée par rapport au temps et par rapport à ℜ tout en gardant les vecteurs de la base de ℜ 

comme des constantes. Elle notée 
ℜ/dt

Ad
r

. 

 
Exemple : 

( )k,j,i,O
rrr

ℜ  et ( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ  deux référentiels orthonormés directs. 

A
r
 un vecteur quelconque tel que 111 kzjyixA

vrrr
++=   ( ( ) ( ) ( )tzz,tyy,txx === ). 

M 

O 

i
r
 

k
r
 

j
r
 

N  

(C) 

x  

y  

z  

O 

i
r
 

k
r
 

j
r
 

M  

(C) 

x  

y  
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• 
( )

1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

111

1 ℜ
++

ℜ
++

ℜ
+=

ℜ

++
=

ℜ /dt

kd
zk

dt

dz

/dt

jd
yj

dt

dy

/dt

id
xi

dt

dx

/dt

kzjyixd

/dt

Ad
r

r
r

r
r

r
vrrr

 

( )111 k,j,i
rrr

 est la base de ℜ1 don ceci se traduit par 0
1

1

1

1

1

1
r

rrr

=
ℜ

=
ℜ

=
ℜ /dt

kd

/dt

jd

/dt

id
.  

Cette dérivée devient alors : 111111
1

kzjyixk
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

/dt

Ad r
&

r
&

r
&

rrr
r

++=++=
ℜ

 

• 
( )

ℜ
++

ℜ
++

ℜ
+=

ℜ

++
=

ℜ /dt

kd
zk

dt

dz

/dt

jd
yj

dt

dy

/dt

id
xi

dt

dx

/dt

kzjyixd

/dt

Ad 1
1

1
1

1
1

111

r
r

r
r

r
r

vrrr

 

 

ℜ
+

ℜ
+

ℜ
+++=

ℜ
→

/dt

kd
z

/dt

jd
y

/dt

id
xkzjyix

/dt

Ad 111
111

rrr
r

&
r
&

r
&

r

 

Pour calculer les dérivées 
ℜ/dt

id 1

r

, 
ℜ/dt

jd 1

r

 et 
ℜ/dt

kd 1

r

, on exprime les vecteurs 1i
r

, 1j
r

 et 

1k
r

 dans la base ( )k,j,i
rrr

. 

 
I.4. Vecteur vitesse instantané d’un point matériel 

Dans un référentiel ℜ , le vecteur vitesse instantané est défini par : 

( )
ℜ

=ℜ
/dt

OMd
/MV

r
  

où O est un point quelconque fixe dans ℜ. 
 

Le vecteur vitesse est toujours tangent en M à la trajectoire et dirigé suivant le sens du 
mouvement. 
 
 
 
 
 
 
I.5. Vecteur accélération instantané d’un point matériel 

Dans un référentiel ℜ , le vecteur accélération instantané est défini par :* 

( ) ( )
ℜ

=
ℜ
ℜ

=ℜ
/dt

OMd

/dt

/MVd
/M

2

2
r

r
γ  

où O est un point quelconque fixe dans ℜ. 
 
II. Composantes des vecteurs vitesse et accélération 

On désigne par ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  le repère cartésien supposé fixe. 
L’expression des vecteurs vitesse et accélération dépend de la nature du repère 

d’étude. 
 

II.1. Expressions en coordonnées cartésiennes 

Le vecteur position est donné par kzjyixOM
rvr

++= . Les dérivées temporelles des 

vecteurs i
r
, j

r
 et k

r
 par rapport à ℜ sont nulles. Alors les expressions des vecteurs vitesse et 

accélération s’écrivent : 

( ) kzjyix
/dt

OMd
/MV

r
&

r
&

r
&

r
++=

ℜ
=ℜ  

et 

( ) ( )
kzjyix

/dt

OMd

/dt

/MVd
/M

r
&&

r
&&

r
&&

r
r

++=
ℜ

=
ℜ
ℜ

=ℜ
2

2

γ  

avec x
dt

dx
&= , y

dt

dy
&= , z

dt

dz
&= , x

dt

xd
&&

&
= , y

dt

yd
&&

&
=  et z

dt

zd
&&

&
=  

M 

O 

i
r
 

k
r
 

j
r
 

(C) 

V
r
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II.2. Expressions en coordonnées cylindriques 

Dans la base cylindrique, le vecteur position OM , s’écrit : zezeOM
rr

+= ρρ .  

Le vecteur vitesse s’exprime : 

( )
( )

z

z
z

z
z

z

ezee                                         

/dt

ed
z

/dt

ed
eze                                         

/dt

ed
ze

dt

dz

/dt

ed
e

dt

d

/dt

ezed

/dt

OMd
/MV

r
&

r
&

r
&

rr
r

&
r

&

r
r

r
r

rr
r

++=

ℜ
+

ℜ
++=

ℜ
++

ℜ
+=

ℜ

+
=

ℜ
=ℜ

ϕρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

ϕρρ

ρρ

ρ
ρρ

 

avec 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ϕ

ρ ϕϕϕϕϕϕϕϕ
ϕϕ

ejcosisin- jcosisin-
/dt

jsinicosd

/dt

ed r
&

rr
&

r
&

r
&

rrr

=+=+=
ℜ

+
=

ℜ
 et 0

r
r

=
ℜ/dt

ed z  

Le vecteur accélération s’écrit : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) z

z

z
z

ezee                                                       

ezeeeee                                                       

ez
/dt

ed
ee

/dt

ed
e

/dt

ezeed

/dt

/MVd
/M

r
&&

r
&&&&

r
&&&

r
&&

r
&

r
&&

r
&&

r
&&

r
&&

r
&&

r

&
r
&&

r
&&

r

&
r
&&

r
&

r
&

r
&

r
r

+++−=

+−+++=

+
ℜ

+++
ℜ

+=
ℜ

++
=

ℜ

ℜ
=ℜ

ϕρ

ρϕϕϕρ

ϕ
ϕϕ

ρ
ρ

ϕρ

ϕρϕρϕρρ

ϕρϕρϕρϕρρ

ϕρϕρϕρρρ
ϕρρ

γ

22

2  

avec 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ρ

ϕ ϕϕϕϕϕϕϕϕ
ϕϕ

ejsinicosjsinicos
/dt

jcosisin-d

/dt

ed r
&

rr
&

r
&

r
&

rrr

−=+−=−−=
ℜ

+
=

ℜ
 

 
Remarque :  

En coordonnées polaires les vecteurs vitesse et accélération s’écrivent:  

( ) ϕρ ϕρρ ee/MV
r
&

r
&

r
+=ℜ  et ( ) ( ) ( ) ϕρ ϕρϕρϕρργ ee/M

r
&&&&

r
&&&

r
++−=ℜ 22  ( 0== zz &&& ) 

 
II.3. Expressions en coordonnées sphériques 

En coordonnées sphériques, le vecteur position OM , s’écrit : rerOM
r

= .  

Le vecteur vitesse s’exprime : 

( ) ( )

( ) ϕθ θϕθ esinrerer                                  

/dt

ed
rer

/dt

ed
re

dt

dr

/dt

erd

/dt

OMd
/MV

r

r
r

r
r

r

r
&

r
&

r
&

r
r
&

r
r

r
r

++=

ℜ
+=

ℜ
+=

ℜ
=

ℜ
=ℜ

 

avec
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ϕθϕρ
ρ θϕθθϕθθθθ

θθ
esineesin ecosksin-

/dt

esinkcosd

/dt

ed r r
&

r
&

r
&

r
&

r
&

rrr

+=++=
ℜ

+
=

ℜ
 

 Le vecteur accélération s’écrit : 

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ϕ

θ

θϕϕ

ϕϕθθϕθ

ϕ
ϕϕ

ϕ
θ

θθ

ϕθ

θϕθϕθθϕ

θθϕθθθϕθ

θθϕθϕθθϕθϕ

θϕθϕθθθθθϕθ

θϕθθϕθϕ

θϕθθθ

θϕθ
γ

esinrcosrsinr           

ecossinrrresinrrr           

ecossinresinrecosresinr           

esinrecosrerereresinrerer           

/dt

ed
sinrecosresinr           

esinr
/dt

ed
rerer

/dt

ed
rer           

/dt

esinrererd

/dt

/MVd
/M

r

r

rr

r
r

r

r
&&&&&&

r
&&&&&

r
&&&&

r
&

r
&

r
&&

r
&&

r
&&

r
&&

r
&

r
&&

r
&&

r
&&

r
&&

r
&&

r

&
r

&&
r

&&

r
&&

r

&
r
&&

r
&&

r

&
r
&&

r
&

r
&

r
&

r
r

+++

−++−−=

−−++

++−++++=

ℜ
+++

+
ℜ

+++
ℜ

+=

ℜ

++
=

ℜ

ℜ
=ℜ

22

2 2222

222

2  

avec 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ϕϕρ
ρθ θϕθθϕθθθθ

θθ
ecoseecos esinkosc-

/dt

ecosksind

/dt

ed
r

r
&

r
&

r
&

r
&

r
&

rrr

+−=+−=
ℜ

+−
=

ℜ
 et  

( ) ( ) ( ) θρ
θ

θ
θϕ θϕθϕϕ ecosesine

/dt

ed
ee

/dt

ed

/dt

eed

/dt

ed
rr

rr r
&

r
&

r
&

r
rr

rrrr

−−=−=
ℜ

∧+∧
ℜ

=
ℜ

∧
=

ℜ
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II.4. Expressions en coordonnées curvilignes 
Soient (C) une trajectoire décrite par un point matériel M par rapport à un référentiel 

( )k,j,i,O
rrr

ℜ  et P un point arbitraire considéré comme une origine sur (C). La longueur de l’arc 
(PM) est appelée l’abscisse curviligne s (PM = s). 

Soit M’ la position de M à l’instant (t + ∆t)  

( ) ( ) MMOMOMtOMttOM ′=−
′

=−+ ∆  
Le vecteur vitesse est : 

( )
dt

ds

/ds

OMd

/dt

OMd
/MV

ℜ
=

ℜ
=ℜ

r
 

avec 

s

MM
lim

s

OMMO
lim

/ds

OMd

ss ∆∆ ∆∆

′
=

−′
=

ℜ →→ 00
 

Si ∆t tend vers 0, 0→s∆  et M’ très proche de M. Donc sMM ∆=′  et MM ′  est tangent 

à la trajectoire au point M et par conséquent τ
∆ ∆∆

r
=

′

′
=

′
→→ MM

MM
lim

s

MM
lim

ss 00
(τ
r
 est donc un vecteur 

unitaire tangent à la trajectoire au point M). Ainsi, on obtient : 

( ) ττ
r

&
rr

s
dt

ds
/MV ==ℜ  ( ) sss/MV &

r
&

r
&

r
===ℜ→ ττ ⇒

( )
( )ℜ

ℜ
=

/MV

/MV
r

r
r
τ  

Le vecteur accélération s’écrit donc :  

( ) ( )
ℜ

+=
ℜ

ℜ
=ℜ

/dt

d
ss

/dt

/MVd
/M

τ
τγ

r

&
r
&&

r
r

 

On a cte== 1τ
r

→ 
ℜ

⊥⇒
ℜ

⊥
/dt

d
ss

/dt

d τ
τ

τ
τ

r

&
r
&&

r
r

, alors le vecteur accélération peut être 

partagé en deux termes :  
( ) tn/M γγγ

rrr
+=ℜ  

avec τγ
r
&&

r
st =  (accélération tangentielle) et 

ℜ
=

/dt

d
sn

τ
γ

r

&
r

 (accélération normale). 

Les vecteurs ( )ℜ/Mγ
r

, nγ
r

 et tγ
r

 se trouvent dans un même plan instantané, appelé plan 

Osculateur. 
 
Rayon de courbure : 

A chaque point M de la trajectoire (C), on peut définir un cercle appartenant au plan 
Osculateur, de rayon Rc dépendant du temps et appelé rayon de courbure. 

Le rayon de courbure Rc est lié à l’accélération normale par :  
( )

n
R

/MV

c
n

r

r

r

2
ℜ

=γ  

avec n
r
 est un vecteur unitaire perpendiculaire à τ

r
et orienté du point M vers le centre C du 

cercle c'est-à-dire nRMC c

r
= . 

 
Démonstration : 

ℜ
=

ℜ
=

ℜ
=

/ds

d
s

dt

ds

/ds

d
s

/dt

d
sn

τττ
γ

r

&

r

&

r

&
r 2  

→==′ αdRdsMM c
cc R

n

/d

d

R/ds

d
rrr

=
ℜ

=
ℜ α

ττ 1
 

( )
n

R

/MV

c
n

r

r

r

2
ℜ

=⇒ γ  

Finalement, le vecteur accélération s’écrit : 

( )
( ) ( )

44 344 21

r

r

44 344 21

r

r

r

normale onaccélératiletengentiel onaccélérati

2

n
R

/MV

dt

/MVd
/M

c

ℜ
+

ℜ
=ℜ τγ  

M 

O i
r
 

M ′  

Sens du mouvement 

)(+  

j
r
 

(C) 

M(t) 

( )ttM ∆+′  

C  

αd  

τ
r
 

n
r
 

cR  
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où τ
r
 et n

r
 sont deux vecteurs unitaires respectivement, tangent et normal à la trajectoire en 

M. 

Le système ( )nb,n,
rrrrr

∧= ττ  constitue une base orthonormée directe appelée base de 

Frenet. Le vecteur nb
rrr

∧= τ  est appelé la binormale. 
 
Calcule du rayon de courbure : 

( ) ( ) b
R

s
n

R

s
sssn

R

s
ss/M/MV

ccc

r&r&r
&

r
&&

r
&

r&r
&&

r
&

rr 322

=∧+∧=











+∧=ℜ∧ℜ τττττγ  

( ) ( )
( )

ccc R

/MV

R

s
b

R

s
/M/MV

3
33 ℜ

===ℜ∧ℜ⇒

r

&r&rr
γ  

Ainsi, le rayon de courbure est calculé par : 

( )

( ) ( )ℜ∧ℜ

ℜ
=

/M/MV

/MV
Rc

γ
rr

r 3

 

 
Remarques : 

 - ( ) ( ) ( )ℜ==ℜℜ /MVss/MV/M t

rr
&&&

rr
γγ  

 - ( ) ( ) ⇒>ℜℜ 0/MV/M
rr

γ tγ
r

 et ( )ℜ/MV
r

 ont le même sens. Le mouvement est donc 

accéléré. 

- ( ) ( ) ⇒<ℜℜ 0/MV/M
rr

γ tγ
r

 et ( )ℜ/MV
r

ont deux sens opposés. Le mouvement est donc 

retardé ou décéléré. 

- ( ) ( ) ⇒=ℜℜ 0/MV/M
rr

γ 0=s&& , donc le mouvement est uniforme. 
 
III. Exemple de mouvements simples 
III.1. Mouvement rectiligne 
 C’est un mouvement où la trajectoire est une droite. 
 

Exemple : 
Soit un point astreint à se déplacer sur l’axe (Ox) d’un repère orthonormé direct 

( )k,j,i,O
rrr

ℜ  tel que ( )itxOM
r

= . 

- ( ) ( ) ( ) x/MVix
/dt

ixd

/dt

OMd
/MV &

rr
&

r
r

=ℜ→=
ℜ

=
ℜ

=ℜ  

- ( ) ( ) ( ) x/Mix
/dt

ixd

/dt

Vd
/M &&

rr
&&

r
&

r
r

=ℜ→=
ℜ

=
ℜ

=ℜ γγ  

- 
( )
( )

( ) ( )txtsi
/MV

/MV
=→=

ℜ

ℜ
=

r
r

r
r
τ  

- 
( )

( ) 0
rrrrr

&&
r

r

r
=⇒=ℜ→=















 ℜ
= ntt /Mx

dt

/MVd
γγγττγ  

- ( ) ( ) ( ) ( ) 00 =ℜ∧ℜ→=∧=ℜ∧ℜ /M/MVixix/M/MV γγ
rrrr

&&
r
&

rr
 

- 
( )

( ) ( )
∞==

ℜ∧ℜ

ℜ
=

0

3
3

x

/M/MV

/MV
Rc

&

rr

r

γ
. Donc à chaque instant t, le point M se trouve sur 

un cercle de rayon infini. Puisque, la trajectoire de M est la droite (Ox), on peut déduire que 
toute droite est un cercle de rayon infini. 
 
Remarques : 

- Si ( ) →==ℜ cteV/MV 0

r
le mouvement est rectiligne uniforme ( ( ) 0

rr
=ℜ/Mγ ). 

i
r

 

j
r

 

k
r

 O  

•  M  

x  
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⇒ ( ) 000 xtVtxVx +=→=&  → ( )ixtVOM
r

00 += , ( ) 00 xtx == . 

- Si ( ) →==ℜ cte/M 0γγ
r

le mouvement est rectiligne uniformément accéléré 

( ( ) ( ) 0>ℜℜ /MV/M
rr

γ ) ou décéléré ( ( ) ( ) 0<ℜℜ /MV/M
rr

γ ). 

⇒ ( ) 00
2

00 2
1

xtVttxx ++=→= γγ&&  → ixtVtOM
r








++= 00

2
02

1
γ , ( ) ( )iVt/MV

rr

00 +=ℜ γ  

( ( ) 00 xtx == , ( ) 00 VtV == ) 
 
III.2. Mouvement circulaire 

C’est un mouvement tel que la trajectoire est un cercle de rayon constant.  
Les coordonnées polaires sont bien adaptées à l’étude du 

mouvement d’un point matériel décrivant une trajectoire plane. 

Le vecteur position est ρρeOM
r

= . 

Dans le cas d’un mouvement circulaire de rayon constant, 

le vecteur position s’écrit ρeROM
r

=  ( cteR ==ρ ). Pour ce  

mouvement on calcule les grandeurs suivantes : 
 

- ( )
( ) ( )

( ) ϕϕ ϕ
ρρ

&
rr

&

rr
r

R/MVeR
/dt

eRd

/dt

eRd

/dt

OMd
/MV =ℜ→=

ℜ
=

ℜ
=

ℜ
=ℜ  

( )
( ) ( ) ( )

( ) 42

2

ϕϕγ

ϕϕϕϕϕϕ
ϕ

γ ρϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

&&&
r

r
&

r
&&

r

&
r
&&

r

&
r
&&

r
&

r
r

+=ℜ→

−=
ℜ

+=
ℜ

+=
ℜ

=
ℜ

=ℜ−

R/M                                                           

eReR
/dt

ed
ReR

/dt

ed
ReR

/dt

eRd

/dt

Vd
/M

 

- 
( )
( )

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ
τ e

R

eR

/MV

/MV r

&

r
&

r

r
r

==
ℜ

ℜ
=  

- ρϕϕτ eeeekbn z

rrrrrrvr
−=∧=∧=∧=  

- 
( ) ( )

τϕτ
ϕ

τγ
r
&&

r&r

r

r
R

dt

Rd

dt

/MVd

t ==














 ℜ
=  

- ( ) nReReReReR/M tn

r
&

r
&

r
&&

r
&

r
&&

rrr 222 ϕϕϕϕϕγγγ ρϕρϕ =−=−−=−ℜ=  

- ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) 32322 ϕγϕϕϕϕγ ρϕϕ &
rrr

&
r

&
r
&&

r
&

rr
R/M/MVeReReReR/M/MV z =ℜ∧ℜ→=−∧=ℜ∧ℜ  

- 
( )

( ) ( )
R

R

R

/M/MV

/MV
Rc ==

ℜ∧ℜ

ℜ
=

32

33
3

ϕ

ϕ

γ &

&

rr

r

.  

 
Remarques : 

- ϕ&  : vitesse angulaire. 

- k
r

&
r

ϕω =  : vecteur vitesse angulaire 

- ( ) OMeRkekReR/MV ∧=∧=∧==ℜ ωϕϕϕ ρρϕ
rrr

&
rr

&
r
&

r
 

- ϕ&&  : accélération angulaire. 

- Si cte== 0ωϕ&  → le mouvement est circulaire uniforme ( ( ) 00 ϕωϕ += tt ). 

- Si cte== 0γϕ&&  → le mouvement est circulaire uniformément varié. 
 
 
 
 
 
 
 
 

j
r

 

i
r

 

ρ  

ϕ  

O  

k
r

 

ρe
r

 ϕe
r

 

M  

•  
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Chapitre III Changement de référentiel 
 

Soient ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  et ( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ  deux référentiels orthonormés directs tel que l’un 

est en mouvement par rapport à l’autre. On se propose de déterminer la relation liant ( )ℜ/MV
r

 

à ( )1ℜ/MV
r

 et ( )ℜ/Mγ
r

 à ( )1ℜ/Mγ
r

. 

 
I. Vecteur rotation instantané 

( ) ( ) ( )
01

2
1

2
1

2
12

1
2

1
2

1 =
ℜ

=
ℜ

=
ℜ

→===
/dt

kd

/dt

jd

/dt

id
kji

rrr
rrr

 

 

ℜ
⊥

ℜ
⊥

ℜ
⊥⇒

/dt

kd
k  

/dt

jd
j ,

/dt

id
i 1

1
1

1
1

1  et 

r
r

r
r

r
r

 

 
Donc, il existe des vecteurs α

r
, β

r
 et γ

r
 tel que :  

 

1
1

1
1

1
1  et k

/dt

kd
  j

/dt

jd
 ,i

/dt

id rr
r

rr
r

rr
r

∧=
ℜ

∧=
ℜ

∧=
ℜ

γβα  

 
( ) ( ) ( )

0

00

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

11111
111111

=
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

+
ℜ

⇒

=
ℜ

=
ℜ

=
ℜ

→===

/dt

kd
j

/dt

jd
k

/dt

id
k

/dt

kd
i

/dt

id
j

/dt

jd
i

/dt

kjd

/dt

kid

/dt

jid
kjkiji

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

rrrrrr
rrrrrr

 

 

En remplaçant 
ℜ/dt

id 1

r

,  
/dt

jd

ℜ
1

r

 et 
ℜ/dt

kd 1

r

, respectivement, par 1i
rr

∧α , 1j
rr

∧β  et 1k
rr

∧γ , 

on obtient :  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) αβαβαβαβ

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
=⇒=∧−∧→=∧+∧→=∧+∧ 000 111111111111 ijijjiijijji  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) γααγαγαγ
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

=⇒=∧−∧→=∧+∧→=∧+∧ 000 111111111111 ikikkiikikki  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) γβγβγβγβ
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

=⇒=∧−∧→=∧+∧→=∧+∧ 000 111111111111 kjk jjkk jkj jk

 
Ainsi, ( )ℜℜ=== /1Ωγβα

rrrr
 où ( )ℜℜ /1Ω

r
 désigne le vecteur rotation instantané de 1ℜ  

par rapport à ℜ . 
 
Remarque : 

Connaissant le vecteur ( )ℜℜ /1Ω
r

, on peut calculer 
ℜ/dt

Ad
r

 à partir de 
1ℜ/dt

Ad
r

 par la 

relation : ( ) A/
/dt

Ad

/dt

Ad rr
rr

∧ℜℜ+
ℜ

=
ℜ 1

1
Ω  où A

r
 est un vecteur quelconque. 

 
 

Exemple : 
 

( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ  un repère en mouvement de rotation autour d’un axe ( kO
r
) d‘un 

repère fixe ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  tel que θ=







=







 ∧∧

11 j,ji,i
rrrr

. 
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Pour déterminer ( )ℜℜ /1Ω

r
, on procède de la manière suivante : 

- on exprime 1i
r

, 1j
r

 et 1k
r

 dans la base ( )k,j,i
rrr

 :  

             ( ) ( )jsinicosi
rrr

θθ +=1 , ( ) ( )jcosisinj
rrr

θθ +−=1  et kk
rr

=1  

- on calcule les dérivées 
ℜ/dt

id 1

r

, 
ℜ/dt

jd 1

r

 et 
ℜ/dt

kd 1

r

 : 

( ) ( ) 1
1 jjcosisin
/dt

id r
&

r
&

r
&

r

θθθθθ =+−=
ℜ

, ( ) ( ) 1
1 ijsinicons
/dt

jd r
&

r
&

r
&

r

θθθθθ −=−−=
ℜ

 et 01
r

rr

=
ℜ

=
ℜ /dt

kd

/dt

kd
 

- on écrit ces dérivées sous la forme : 

1
1 i
/dt

id rr
r

∧=
ℜ

α , 1
1 j
/dt

jd rr
r

∧=
ℜ

β  et 1
1 k

/dt

kd rr
r

∧=
ℜ

γ  

- si γβα
rrr

== , alors ( ) γβαΩ
rrrr

===ℜℜ /1  

Finalement, on a 1
1 ik
/dt

id rr
&

r

∧=
ℜ

θ , 1
1 jk
/dt

jd rr
&

r

∧=
ℜ

θ  et 1
1 kk

/dt

kd rr
&

r

∧=
ℜ

θ , alors 

( ) 11 kk/
r

&
r

&
r

θθΩ ==ℜℜ  

 
II. Composition des vitesses 

 On désigne par ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  le repère absolu (fixe) et par ( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ  le repère 

relatif (mobil). M un point matériel de l’espace. 

( ) ( ) ( ) MO/
/dt

MOd

/dt

OOd

/dt

MOd

/dt

OOd

/dt

MOOOd

/dt

OMd
/MV 11

1

111111 ∧ℜℜ+
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

+
=

ℜ
=ℜ Ω

rr
 

Le vecteur vitesse de M dans ℜ est donc :  

( ) ( ) ( ) ( ) MO//MV/OV/MV 1 111 ∧ℜℜ+ℜ+ℜ=ℜ Ω
rrrr

 

On pose : 

- ( ) ( )ℜ= /MVMVa

rr
 : vitesse absolue de M. 

- ( ) ( )1ℜ= /MVMVr

rr
 : vitesse relative de M (vitesse par rapport au repère relatif). 

- ( ) ( ) ( ) MO//OVMV 1e 11 ∧ℜℜ+ℜ= Ω
rrr

 : vitesse d’entraînement de M. 

Donc ( ) ( ) ( )MVMVMV era

rrr
+=  : loi de composition des vitesses. 

 
Remarques : 
 

- la vitesse d’entraînement de M à l’instant t est égale à la vitesse absolue d’un point 
fixe dans ℜ1 coïncidant, au même instant t, avec le point M : 

Soit N un point fixe dans ℜ1 qui coïncide avec M à l’instant t c'est-à-dire OMON = . Le 
vecteur vitesse absolue de N à cet instant t est :  

 

( ) ( ) ( ) ( ) NO//NV/OV/NV 1 111 ∧ℜℜ+ℜ+ℜ=ℜ Ω
rrrr

 

 

Or à l’instant t, on OMON =  et ( ) 01

rr
=ℜ/NV  (N est fixe dans ℜ1), alors  

k
r

 

θ  

1j
r

 

i
r

 

1i
r

 

j
r

 

θ  

•  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ℜ=∧ℜℜ+ℜ=∧ℜℜ+ℜ=ℜ /MVMO//OVNO//OV/NV e

rrrrrr

111111 ΩΩ  

- si les trois axes de ℜ1 gardent une orientation fixe par rapport à ℜ, au cours du 
temps, on dit que ℜ1 est en mouvement de translation par rapport à ℜ. Dans ce cas on a : 

( ) ( ) ( )ℜ=⇒=ℜℜ /OVMV/ e 11 0
rrrr

Ω  

 
III. Composition des accélérations 

Le vecteur accélération du point M s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

+
=

ℜ
=

ℜ

ℜ
=ℜ

/dt

MVd

/dt

MVd

/dt

MVMVd

/dt

MVd

/dt

/MVd
/M erera

rrrrrr
r
γ  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )MV//M/MV/
/dt

/MVd

/dt

/MVd

/dt

MVd
r

r
rrrrr

rrr

∧ℜℜ+ℜ=ℜ∧ℜℜ+
ℜ

ℜ
=

ℜ

ℜ
=

ℜ 1111
1

11 ΩγΩ  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]MO//MV/MO

/dt

/d
/O          

MO//
/dt

MOd
/MO

/dt

/d
/O          

MO/
/dt

MOd
/MO

/dt

/d
/O          

/dt

MOd
/MO

/dt

/d
/O          

/dt

MO/d

/dt

/OVd

/dt

MO//OVd

/dt

MVd

r

1e

11111
1

1

111
1

1
11

1
1

11
1

1
11

1
1

1
11

1
1

11111

∧ℜℜ∧ℜℜ+∧ℜℜ+∧
ℜ

ℜℜ
+ℜ=

∧ℜℜ∧ℜℜ+
ℜ

∧ℜℜ+∧
ℜ

ℜℜ
+ℜ=












∧ℜℜ+

ℜ
∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ=

ℜ
∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ=

ℜ

∧ℜℜ
+

ℜ

ℜ
=

ℜ

∧ℜℜ+ℜ
=

ℜ

ΩΩΩ
Ω

γ

ΩΩΩ
Ω

γ

ΩΩ
Ω

γ

Ω
Ω

γ

ΩΩ

rrrr
r

r

rrr
r

r

rr
r

r

r
r

r

rrrrr

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )MV/                                      

MO//MO
/dt

/d
/O/M/M

r

rr

rr
r

rrr

∧ℜℜ+

∧ℜℜ∧ℜℜ+∧
ℜ

ℜℜ
+ℜ+ℜ=ℜ⇒

1

1111
1

11

2Ω

ΩΩ
Ω

γγγ
 

On pose 

- ( ) ( ) ( )
ℜ

ℜ
=ℜ=

/dt

/MVd
/MMa

r
rr
γγ  : accélération absolue. 

- ( ) ( ) ( )
1

1
1 ℜ

ℜ
=ℜ=

/dt

/MVd
/MMr

r
rr
γγ  : accélération relative. 

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]MO//MO
/dt

/d
/OMe 1111

1
1 ∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ= ΩΩ

Ω
γγ

rr
r

rr
 :  

accélération d’entraînement. 

- ( ) ( ) ( )MV/ΩM rc

rrr
∧ℜℜ= 12γ  : accélération de Coriolis. 

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )MMMM cera γγγγ
rrrr

++=  : loi de composition des accélérations. 
 
Remarques : 

- l’accélération d’entraînement de M est l’accélération absolue d’un point fixe dans ℜ1 
coïncidant avec le point M à l’instant considéré. 

Soit N un point fixe dans ℜ1 qui coïncide avec M à l’instant t c'est-à-dire OMON = . Le 
vecteur accélération absolue de N à cet instant t est :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )NV/                                      

NO//NO
/dt

/d
/O/N/N

r

rr

rr
r

rrr

∧ℜℜ+

∧ℜℜ∧ℜℜ+∧
ℜ

ℜℜ
+ℜ+ℜ=ℜ

1

1111
1

11

2Ω

ΩΩ
Ω

γγγ
 

Comme OMON =  et ( ) ( ) 00 11

rrrr
=ℜ→=ℜ /N/NV γ , alors  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )MMO//MO
/dt

/d
/O/N eγΩΩ

Ω
γγ

rrr
r

rr
=∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ=ℜ 1111

1
1  

 - ( ) ( )
ℜ

≠
/dt

MVd
M e

e

r
r
γ . 

 - si ℜ1 est en mouvement de translation par rapport à ℜ, alors : 

( ) ( ) ( )ℜ=⇒=ℜℜ /OM/ e 11 0 γγΩ
rrrr

 et ( ) 0
rr

=Mcγ  ⇒ ( ) ( ) ( )1OMM ara γγγ
rrr

+=  

Si dans ce cas, ( ) cte/OV =ℜ1

r
 (translation uniforme), on a donc : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )MMMO/O raea γγγγγ
rrrrrrr

=⇒=→==ℜ 0011  
 
IV. Application : 

Soit un point matériel M astreint à se déplacer sur un axe ( 11iO
r

) d’un repère 

orthonormé direct ( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ (repère relatif) qui est en mouvement par rapport au repère 

fixe ( )k,j,i,O
rrr

ℜ (repère absolu). 

Le point M de déplace sur l’axe ( 11iO
r

), donc le vecteur position de M par rapport au 

repère 1ℜ , s’écrit 111 ixMO
r

=  avec la variable 1x  est une fonction du temps et 011 == zy .  

1er cas : 1ℜ  est en mouvement de translation par rapport à ℜ . 

Dans ce cas ( ) 01

rr
=ℜℜ /Ω  et tout point fixe dans 1ℜ , son vecteur vitesse par rapport à 

ℜ  conserve sa direction. Ainsi, les trois axes de 1ℜ  gardent leurs orientations au cours du 

mouvement.  

Pour vérifier, que cette translation est uniforme ou non, on calcule ( )ℜ/OV 1

r
, puisque 

1O  est le seul point connu et fixe dans 1ℜ . Si ( )ℜ/OV 1

r
 est constant, la translation est dite 

uniforme. Elle est dite non uniforme si ce module n’est pas constant. 

Par exemple, on prend 1j
r

 comme direction de la translation tel que jj
rr

=1  et 

( ) 101 jV/OV
rr

=ℜ ( 0V  est une constante) : 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

Dans ce cas, la translation est uniforme ( ( ) cteV/OV ==ℜ 01

r
), ii

rr
=1  et kk

rr
=1 . 

Les vecteurs vitesse et accélération du point matériel M, par rapport au repère ℜ , 
peuvent être calculés par les deux méthodes suivantes : 

 
1ère méthode : composition du mouvement 
- Vitesse relative :  

( ) ( )
1

1
1 ℜ

=ℜ=
/dt

MOd
/MVMVr

rr
 

( ) ( )
11

1

1
11

1

1

11 ix
/dt

id
xi

dt

dx

/dt

ixd
MVr

r
&

r
r

r
r

=
ℜ

+=
ℜ

=  

- Vitesse d’entraînement :  

( ) ( ) ( ) 1011011 0 jVMOjVMO//OVMV 1e

rrrrrr
=∧+=∧ℜℜ+ℜ= Ω  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) jVixjVixMVMVMV/MV era

rr
&

rr
&

rrrr

011011 +=+=+==ℜ  

O  
j
r

 

k
r

 

i
r

 

1O 1j
r

1k
r

1i
r

 

M  
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- Accélération relative :  

( ) ( ) ( ) ( )

11
1

1
11

1

1

11

1

1
1

ix
/dt

id
xi

dt

xd
                      

/dt

ixd

/dt

/MVd
/MMr

r
&&

r

&
r&

r
&

r
rr

=
ℜ

+=

ℜ
=

ℜ

ℜ
=ℜ= γγ

 

- Accélération d’entraînement : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 01111
1

1

rrr
r

rr
=∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ= MO//MO

/dt

/d
/OMe ΩΩ

Ω
γγ  

( ( ) ( ) ( )
00

1
0

101
1

r
rrrr

r
=

ℜ
=

ℜ
=

ℜ
=

ℜ

ℜ
=ℜ

/dt

jd
V

/dt

jd
V

/dt

jVd

/dt

/OVd
/Oγ , ( ) 01

rr
=ℜℜ /Ω ) 

- Accélération de Coriolis : 

( ) ( ) ( ) ( ) 002 1

rrrrrr
=∧=∧ℜℜ= MVMV/ΩM rrcγ  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ixixMMMM/M cera

r
&&

r
&&

rrrrr
111 ==++==ℜ γγγγγ   

2ème méthode : directement 

MOOOOM 11 +=  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1110

1

1
11

1
10

1

11
1

11
1

1
1

11

ixjV
/dt

id
xi

dt

dx
jV

/dt

ixd
/OV                                                        

 MO/
/dt

MOd
/OV

/dt

MOd

/dt

OOd

/dt

OMd
/MV

r
&

r
r

rr
r

r

rrr

+=
ℜ

++=
ℜ

+ℜ=

∧ℜℜ+
ℜ

+ℜ=
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

=ℜ⇒ Ω
 

⇒ ( ) jVixjVix/MV
rr

&
rr

&
r

011011 +=+=ℜ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ix
/dt

jd
V

/dt

id
xi

dt

xd
                                             

/dt

jVd

/dt

ixd

/dt

jVixd

/dt

/MVd
/M

r
&&

rr

&
r&

rr
&

rr
&

r
r

=
ℜ

+
ℜ

+=

ℜ
+

ℜ
=

ℜ

+
=

ℜ

ℜ
=ℜ

01
1

0101γ
 

( ) ixix/M
r

&&
r

&&
r

111 ==ℜγ  

 
2ème cas : 1ℜ  est en mouvement de rotation par rapport à ℜ . 

Dans ce cas on suppose que 1ℜ  est en mouvement de rotation autour de l’axe ( kO
r
) tel 

que ϕ=







=







 ∧∧

11 j,ji,i
rrrr

, 1kk
rr

=  et 1OO ≡ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Détermination de ( )ℜℜ /1Ω
r

 : 

( ) ( )jsinicosi
rrr

ϕϕ +=1 , ( ) ( )jcosisinj
rrr

ϕϕ +−=1  et kk
rr

=1  

( ) ( ) 1
1 jjcosisin
/dt

id r
&

r
&

r
&

r

ϕϕϕϕϕ =+−=
ℜ

, 01
r

rr

=
ℜ

=
ℜ /dt

kd

/dt

kd
 

( ) ( ) 1
1 ijsinicons
/dt

jd r
&

r
&

r
&

r

ϕϕϕϕϕ −=−−=
ℜ

 

j
r

 

k
r

 

i
r

 

OO ≡1  

1j
r

 1k
r

1i
r

 

M  

ϕ  

ϕ  
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1
1 ik
/dt

id rr
&

r

∧=
ℜ

ϕ , 1
1 jk
/dt

jd rr
&

r

∧=
ℜ

ϕ  et 1
1 kk

/dt

kd rr
&

r

∧=
ℜ

ϕ  

⇒ ( ) 11 kk/
r

&
r

&
r

ϕϕΩ ==ℜℜ  

 
 

Calcul des vecteurs vitesse et accélération du point matériel M, par rapport à ℜ  : 
1ère méthode : composition du mouvement 
- Vitesse relative :  

( ) ( )
1

1
1 ℜ

=ℜ=
/dt

MOd
/MVMVr

rr
 

( ) ( )
11

1

1
11

1

1

11 ix
/dt

id
xi

dt

dx

/dt

ixd
MVr

r
&

r
r

r
r

=
ℜ

+=
ℜ

=  

- Vitesse d’entraînement :  

( ) ( ) ( ) 111111111 0 jxixkixkMO//OVMV 1e

r
&

rr
&

rr
&

rrrr
ϕϕϕΩ =∧=∧+=∧ℜℜ+ℜ=  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) 1111 jxixMVMVMV/MV era

r
&

r
&

rrrr
ϕ+=+==ℜ  

- Accélération relative :  

( ) ( ) ( ) ( )

11
1

1
11

1

1

11

1

1
1

ix
/dt

id
xi

dt

xd
                      

/dt

ixd

/dt

/MVd
/MMr

r
&&

r

&
r&

r
&

r
rr

=
ℜ

+=

ℜ
=

ℜ

ℜ
=ℜ= γγ

 

 
- Accélération d’entraînement : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
[ ] 11

2
1111111111

1111
1

1

0 ixjxjxkjxixkkixk        

MO//MO
/dt

/d
/OMe

r
&

r
&&

r
&

r
&

r
&&

rr
&

r
&

rr
&&

r

rr
r

rr

ϕϕϕϕϕϕϕϕ

ΩΩ
Ω

γγ

−=∧+=∧∧+∧+=

∧ℜℜ∧ℜℜ+∧
ℜ

ℜℜ
+ℜ=

 

 
- Accélération de Coriolis : 

( ) ( ) ( ) 11111 222 jxixkMV/ΩM rc

r
&&

r
&

r
&

rrr
ϕϕγ =∧=∧ℜℜ=  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11111
2

1 2 jxxixxMMMM/M cera

r
&&&&

r
&&&

rrrrr
ϕϕϕγγγγγ ++−=++==ℜ   

 
 
 2ème méthode : directement 

MOOOOM 11 +=  

( ) ( ) ( )

1111

1
1

11
11

1

111 0

jxix                                                        

ixk
/dt

ixd
  MO/

/dt

MOd

/dt

MOd

/dt

OOd

/dt

OMd
/MV

r
&

r
&

rr
&

r
rrr

ϕ

ϕΩ

+=

∧+
ℜ

=∧ℜℜ+
ℜ

+=
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

=ℜ⇒
 

⇒ ( ) 1111 jxix/MV
r

&
r

&
r

ϕ+=ℜ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

11111111
2

111111111

1
11

1
11

1
11

1

11111111

2 ixjxjxixixjxjxjxix                          
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dt
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d
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/dt
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dt
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/dt
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/dt
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/dt
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/MVd
/M
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&

r
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&
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r
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r
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−++=−+++=

ℜ
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ℜ
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ℜ
+

ℜ
=

ℜ

+
=

ℜ

ℜ
=ℜ

 

( ) ( ) ( ) 1111
2

11 2 jxxixx/M
r

&&&&
r

&&&
r

ϕϕϕγ ++−=ℜ  

 
 

Exercice : Calculer dans ce cas les vecteurs de la base de Frenet ( )b,n,
rrr

τ , les accélérations 

normale nγ
r  et tangentielle tγ

r
 et le rayon de courbure. 
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Chapitre IV Dynamique du Point Matériel 
 

Dans le cas de la cinématique, le mouvement du point matériel est étudié 
indépendamment des causes qui le produisent. C'est-à-dire les forces appliquées à ce point et 
produisant ce mouvement sont ignorées. Cependant, la dynamique consiste à étudier ce 
mouvement en tenant compte des causes qui le produisent. 
 
I. Masse et quantité de mouvement 

Les points matériels sont caractérisés par une grandeur scalaire positive appelée masse 
et notée, m. La masse est constante au cours du temps (au cours du mouvement) 

)()( 1tmtm =  ( 1tt ≠ ) et invariante par tout changement de référentiel 
1

)()( ℜℜ = mm . Elle est 

exprimée dans le Système International (S.I) par le kilogramme (kg). 
 Par définition, le vecteur quantité de mouvement d’un point matériel M de masse m et 

de vecteur vitesse ( )ℜ/mV
r

dans un référentiel ℜ est donné par : 

( ) ( )ℜ=ℜ /MVm/MP
rr

 
 Le vecteur quantité de mouvement est ainsi défini par rapport à un référentiel ℜ. Son 

module ( ) ( )ℜ=ℜ= /MVm/MPP
rr

 s’exprime en kg.m.s-1. 

 
II. Lois de Newton 
II.1. 1ère loi de Newton : Principe d’inertie 
II.1.1 Particule isolée 

C’est une particule n’exerçant ou ne subissant aucune action c'est-à-dire, elle est très 
éloignée de tout système matériel (absolument seule dans l’espace). Elle est dite pseudo-
isolée, si la résultante des forces extérieures qu’elle subit est nulle. 
 
II.1.2. Enoncé de la 1ère loi de Newton 

Il existe au moins un référentiel privilégié ℜ dans lequel une particule M isolée est au 

repos ( ( ) 0
rr

=ℜ/MV ), ou en mouvement rectiligne uniforme ( ( ) cte/MV =ℜ
r

). 
 
II.1.3. Référentiel galiléen 
 Le référentiel privilégié dans lequel le principe d’inertie s’applique, s’appelle un 
référentiel galiléen ou inertiel. 

Avec une bonne approximation, on peut supposer que les référentiels terrestres locaux 
(liés à la terre) et géocentriques (dont l'origine est le centre de la terre et dont les trois axes 
pointent vers des étoiles lointaines qui apparaissent fixes) comme des référentiels galiléens 
pour des phénomènes étudiés au voisinage de la terre. Les repères terrestres sont utilisés pour 
l'étude des mouvements sur la terre tandis que ceux géocentriques sont adaptés à l'étude des 
satellites naturels ou artificiels de la terre. 

Les référentiels de Copernic (c'est un référentiel dont l'origine est le centre du système 
solaire et dont les axes sont dirigés vers des étoiles fixes) et héliocentrique (c'est un 
référentiel dont l'origine est le centre du soleil et dont les axes sont dirigés vers des étoiles 
fixes) satisfont avec une bonne approximation aux conditions de repère galiléen. Ils sont 
adaptés à l'étude du mouvement des planètes du système solaire. 
 
II.1.4. Référentiel non galiléen 

Un référentiel non galiléen, est un référentiel qui ne vérifie pas les conditions 
nécessaires pour être galiléen. Les lois du mouvement de Newton n'y sont pas vérifiées: sur 
tout corps s'y exercent des forces, souvent dites fictives ou forces d'inertie, que l'on peut 
considérer comme étant dues à un mouvement accéléré (mouvement de translation non 
uniforme ou de rotation) du référentiel par rapport à un référentiel galiléen. 
 
II.2. 2ème loi de Newton : Principe fondamental de la dynamique (PFD) 
II.2.1. Enoncé de la 2ème loi de Newton 

Dans un référentiel galiléen ℜ, la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de 

mouvement, ( )ℜ/MP
r

, d’un point matériel M est égale à la somme de toutes les forces, 

∑ extF
r

, appliquées sur M : 
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( ) ∑=
ℜ

ℜ
extF

/dt

/MPd r
r

 

Si la masse est constante, cette loi s’écrit :  
( ) ( ) ∑=

ℜ

ℜ
=

ℜ

ℜ
extF

/dt

/MVd
m

/dt

/MPd r
rr

 

⇒ ( )ℜ=∑ /MmFext γ
rr

 

Ce principe est appelé dans ce cas le théorème de la quantité de mouvement dans un 
référentiel galiléen. 

Si 0
rr

=∑ extF → ( ) 0
rr

=ℜ/Mγ ⇒ ( ) cte/MV =ℜ
r

, ( ) cte/MP =ℜ
r

 

 
II.2.2. Conséquences 

La masse m qui intervient en dynamique s’appelle le coefficient d’inertie. En effet, si 
deux point matériels de masses différentes, initialement au repos dans un référentiel ℜ et 

soumis à la même force F
r

, celui dont la masse est la plus petite acquiert l’accélération la plus 

forte et son aptitude à s’opposer à l’effet de la force F
r

 est plus petite. 
 
II.3. 3ème loi de Newton : Principe de l’action et de réaction 

Soient M1 et M2 deux points matériels en interaction mutuelles. 

Si M1 subit une force 1F
r

 de la part de M2 alors M2 subit une force 12 FF
rr

−=  de la part de 

M1. 
Ce principe est indispensable pour passer de la mécanique du point matériel à celle des 

systèmes matériels. Il permet d’établir un résultat important relatif à un système de points 
matériels soumis à leurs seules actions réciproques : 

( )
1

11 F
/dt

/MPd r
r

=
ℜ

ℜ
 et 

( )
2

22 F
/dt

/MPd r
r

=
ℜ

ℜ
 

12 FF
rr

−=  → ( ) ( )
ℜ

ℜ
−=

ℜ

ℜ

/dt

/MPd

/dt

/MPd 2211

rr

 → ( ) ( )( ) 02211

rrr
=ℜ+ℜ

ℜ
/MP/MP

/dt

d
 

⇒ ( ) ( ) cte/MP/MP =ℜ+ℜ 2211

rr
 

Donc, la quantité de mouvement d’un système isolé de deux points matériels est une 
constante vectorielle au cours du temps. Cette relation est particulièrement utile pour les chocs 
de particules. 
 
II.4. Principe de l’invariance galiléenne 

Soit ( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ  un référentiel en mouvement de translation uniforme par rapport 

à un référentiel galiléen ( )k,j,i,O
rrr

ℜ . Donc ℜ1 est un référentiel galiléen. 
Soit M un point matériel de masse m en mouvement. 

MOOOOM 11 += → ( ) ( ) ( ) MO/
/dt

MOd
/OV

/dt

MOd

/dt

OOd

/dt

OMd
/MV 11

1

1
1

11 ∧ℜℜ+
ℜ

+ℜ=
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

=ℜ Ω
rrr

 

1ℜ  est en translation par rapport à ℜ→ ( ) 01

rr
=ℜℜ /Ω ⇒ ( ) ( ) ( )11 ℜ+ℜ=ℜ /MV/OV/MV

rrr
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1111
1

1
1 ℜ+ℜ=ℜ∧ℜℜ+

ℜ

ℜ
+ℜ=

ℜ
ℜ

=ℜ /M/O/MV/
/dt

/MVd
/O

/dt

/MVd
/M γγΩγγ

rrrr
r

r
r

r
 

1ℜ  est en translation par rapport à ℜ→ ( ) cte/OV =ℜ1

r
→ ( ) 01

rr
=ℜ/Oγ  

⇒ ( ) ( )1ℜ=ℜ /M/M γγ
rr

 ⇒ ( ) ( )1ℜ=ℜ /Mm/Mm γγ
rr

 

 
Appliquant le principe fondamental de la dynamique dans ℜ et ℜ1, on trouve : 

( ) ∑=ℜ extF/Mm
rr

γ (dans ℜ) et ( ) ∑=ℜ extF/Mm 1

rr
γ (dans ℜ1) 

⇒ ( ) ( )11 ℜ=ℜ== ∑∑ /Mm/MmFF extext γγ
rrrr

 

Donc, l’équation de la dynamique a la même forme dans deux référentiels galiléens 
différents. 

Enoncé du principe de l’invariance galiléenne : 
 Toutes lois de la physique sont identiques dans les référentiels galiléens. 
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II.5. Transformation de Galilée 

Considérons les repères ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  et ( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ  tel que O et O1 sont confondus 

à t = 0. Soit M un point matériel en mouvement. 
On suppose que ℜ  est galiléen et 1ℜ  est en translation rectiligne uniforme avec une 

vitesse ( )ℜ/OV 1

r
 constante par rapport à ℜ . 

( ) MOt/OVMOOOOM 1111 +ℜ=+=
r

 

( ) ( ) ( )11
11 ℜ+ℜ=
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

=ℜ /MV/OV
/dt

MOd

/dt

OOd

/dt

OMd
/MV

rrr
   ( ( ) 01

rr
=ℜℜ /Ω ) 

( ) ( ) ( )1
1

1
2

2

ℜ=
ℜ

ℜ
=

ℜ
=ℜ /M

/dt

/MVd

/dt

OMd
/M γγ

r
r

r
   ( ( ) 01

rr
=ℜ/Oγ  et ( ) 01

rr
=ℜℜ /Ω ) 

Donc : 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )









ℜ=ℜ

ℜ+ℜ=ℜ

ℜ+=

1

11

11

/M/M

/MV/OV/MV

t/OVMOOM

γγ
rr

rrr

r

 

Ces équations, donnant OM , ( )ℜ/MV
r

 et ( )ℜ/Mγ
r

 en fonction de ceux dans 1ℜ , 

forment la transformation de Galilée. 
 

III. Classification des forces 
III.1. Forces réelles (ou extérieures) 

Les forces réelles sont deux types : 
III.1.1. Force à distance 
 C’est une force s’exerçant sans l’aide d’un support matériel. 
 Exemple : 
 • Force électrostatique : force exercée par une charge sur une autre 

                                                      →  re
r

qq
kf

rr

2

′
=  (loi de coulomb) 

f
r
:force électrostatique exercée sur q’ par q, rAB =  et (SI)109 9.k =  constante de Coulomb. 

 • Force électromagnétique : c’est une force exercée sur un point de charge q, de vitesse 

V
r
, placé dans un champ électrostatique E

r
 et un champ magnétique B

r
 : ( )BVEqF

rrrr
∧+=   

 • Force de gravitation : c’est une force s’exerçant entre deux masses : 

                                                      →  re
r

mm
kf

rr

2

′
−=  (loi de Newton) 

La masse m attire la masse m’ avec la force f
r
 où rAB =  et (SI)67106 11−= .k  constante de 

gravitation. 
 
III.1.2. Force de contact 

C’est une force de liaison à courte distance par contact. 
Une particule peut être assujettie à rester sur une courbe (trajectoire imposée). On dit 

alors qu’il y a une liaison entre la particule et le support. 
 
Exemple : 
• Force élastique : 
(cas d’un ressort : force de rappel). 
• Réaction d’un support : 

La résultante R
r

 des actions de contact que le support exerce sur une particule M est 
appelée force de liaison ou réaction du support. Réciproquement, on dira que la particule M 

exerce sur le support une force R
r

− . 

Si le support est une courbe, la réaction R
r

 peut être décomposée en la somme d’une 

force tR
r

 portée par la tangente à la courbe et d’une force nR
r

 normale à la courbe et qui peut 

prendre toutes les directions dans le plan perpendiculaire à la courbe. 

q  
f
r

 

q′  
re
r

 A  B  

m  

f
r

 

m′  
re
r

 A  B  
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Si le support est une surface, la composante nR
r

 est normale à cette surface et la 

composante tR
r

 peut prendre toutes les directions tangentes à cette surface en M. 

Si le support est horizontal, nR
r

 est suffisante pour maintenir l’équilibre statique d’un 

corps (S) sur le support et la réaction R
r

 est normale au plan de contact c'est-à-dire nRR
rr

= . 

 
 
 
 

Dans de nombreuses situations, nR
r

 est insuffisante pour maintenir l’équilibre relatif 

entre le corps (S) et le support (le support est incliné par exemple). Toutefois cet équilibre 
peut être maintenu par développement de frottement (ou de force de frottement) dont 
l’intensité dépend de la nature des surface en contact. Cette force de frottement statique est 

tangente à la surface de contact c'est-à-dire la composante tR
r

 qui s’oppose au mouvement du 

corps (S) sur le support qui tend à s’établir. On définit classiquement le coefficient de 
frottement statique sk  comme le rapport de la force de frottement à la réaction normale juste 

à la rupture de l’équilibre ( nst RkR
rr

=  : la limite correspondante au déséquilibre). A 

l’équilibre, on aura nst RkR
rr

≤ . 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Lorsque les frottements ne sont pas suffisantes, l’équilibre n’est plus possible et le 
mouvement relatif entre le corps (S) et le support se déclanche. Les frottements sont toujours 

présents, mais l’expérience montre que ndt RkR
rr

=  où dk  est le coefficient de frottement 

dynamique  
Souvent ds kk ≥  (exemple :acier ( 4080 .k,.k ds ≈≈ )). Plus que sk  est faible (devant 

1) plus le déséquilibre est facile à produire. Les contacts font généralement intervenir les deux 

composantes tR
r

 et nR
r

. Ils sont indépendants de la vitesse relative (tant que celle-ci reste 

faible). 

S’il n’y a pas de frottement alors : 0
rr

=tR  et nRR
rr

=  (R
r

 est perpendiculaire au plan de 

contact). 
 
 
 
 
 
 
 
III.2. Forces d’inertie 

La force d’inertie est la résistance que manifestent les corps au mouvement due à leurs 
masses : 

• Force d’inertie d’entraînement : )(MmF ee γ
rr

−= . 

• Force d’inertie de Coriolis : )(MmF cc γ
rr

−= . 

Les eF
r

 et cF
r

 apparaissent que dans les repères non galiléens. 

)(S  

support  

R
r

 

nR
r

 

tR
r

 

0αα =  

0αα ≤:équilibre  

)(S  

support  

R
r

 

nR
r

 

tR
r

 

α  

0αα >:redéséquilib  

nR
r

 

( ) s

n

t
k

R

R
tan == r

r

0α  d

n

t
k

R

R
=r

r

 

)(S  
support  

R
r

 

)(S  
support  

nRR
rr

=  

V
r

 V
r

 

)(S  
support  

nRR
rr

=  
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IV. Principe fondamental de la dynamique dans un référentiel non galiléen 
Il arrive souvent que l’on doive étudier le mouvement d’un point matériel dans un 

référentiel quelconque. Quelle est alors l’expression de la relation fondamentale de la 
dynamique dans un référentiel ℜ1 ayant un mouvement quelconque par rapport à un 
référentiel galiléen ℜ ? D’après la loi de composition des accélérations pour un point matériel 
M, on a : 

( ) ( ) ( ) ( )MM/M/M ce γγγγ
rrrr

++ℜ=ℜ 1  

Le principe fondamental de la dynamique dans ℜ galiléen s’écrit : 

( ) ∑=ℜ extF/Mm
rr

γ  ⇒ ( ) ( ) ( ) ∑=++ℜ extce FMmMm/Mm
rrrr

γγγ 1  

⇒ ( ) ( ) ( ) ceextceext FFFMmMmF/Mm
rrrrrrr

++=−−=ℜ ∑∑ γγγ 1  

On a 
( ) ( )1

1

1 ℜ=
ℜ

ℜ
/Mm

/dt

/MPd
γ
r

r

, il vient :  
( )

ceext FFF
/dt

/MPd rrr
r

++=
ℜ

ℜ ∑
1

1  

Cette équation montre que la relation fondamentale de le dynamique peut s’appliquer 
dans tout référentiel pourvu que l’on ajoute aux forces extérieures appliquées au point 

matériel M des forces d’inertie eF
r

 et cF
r

. 

 
V. Equilibre d’un point matériel 
 • Référentiel galiléen ℜ : 

 M est en équilibre dans ℜ → ( ) cte/MV =ℜ
r

 ou ( ) 0
rr

=ℜ/MV  → ( ) 0
rr

=ℜ/Mγ  

⇒ 0
rr

=∑ extF  

 • Référentiel non galiléen ℜ1 : 

M est en équilibre dans ℜ1 → ( ) cte/MV =ℜ1

r
 ou ( ) 01

rr
=ℜ/MV  → ( ) 01

rr
=ℜ/Mγ  

⇒ 0
rrrr

=++∑ ceext FFF  

 
VI. Application du principe fondamental de la dynamique 
VI.1. Pendule conique 

Dans un référentiel fixe ( )k,j,i,O
rrr

ℜ , une bille M quasi 
ponctuelle de masse m est accrochée à l’extrémité d’un fil 
inextensible de longueur ℓ et de masse négligeable. L’autre 
extrémité du fil est fixée en un point C de l’axe vertical (Oz). 
L’axe (Oz) tourne sur lui-même à la vitesse angulaire ω 
constante. Pour une valeur suffisante de ω le fil s’incline d’un 
angle α constant et inférieur à π/2 et le point M décrit un 
mouvement circulaire uniforme dans le plan (xOy) autour de 

l’axe (Oz), sa position étant repérée par l’angle 







=

∧
OM,i

r
ϕ . 

1°) Déterminer les expressions des vecteurs vitesse et 
accélération de M par rapport au référentiel ℜ, en fonction 
de ω , ℓ et α. 

2°) Montrer que la norme T de la tension du fil ne dépend pas de ω. 
3°) Déterminer l’expression de la vitesse angulaire ω en fonction de g, ℓ et α. 
4°) Déterminer la valeur minimale ω0 de ω au-dessous de laquelle α = 0. 

Le mouvement de M et plan et circulaire, donc il préférable de choisir les coordonnées 
polaires pour simplifier l’étude du mouvement de M.  

Avant de répondre aux questions, on fait le calcul suivant : 

On pose ( )k,e,e,M
rrr

ϕρ1ℜ  le référentiel lié au point M tel que ϕϕρ =







=







 ∧∧
e,je,i
rrrr

. Il 

vient : 

( ) ( )jsinicose
rrr

ϕϕρ += , ( ) ( )jcosisine
rrr

ϕϕϕ +−= , ϕϕ
ρ ωϕ ee

/dt

ed rr
&

r

==
ℜ

, ρρ
ϕ ωϕ ee
/dt

ed rr
&

r

−=−=
ℜ

, 

( ) kk/
rr

& ωϕΩ ==ℜℜ1  

ϕ  

K
r

 ω  

ϕe
r

 

ρe
r

 

M  

i
r

 

j
r

 

α  

O  

C  

l  
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 Le vecteur position de M dans ℜ s’écrit : ( ) ρρ α esineOMOM
r

l
r

==  

 
1°)  - On détermine l’expression du vecteur vitesse de M par rapport au référentiel ℜ : 

( )
( )( )

( ) ( ) ϕ
ρρ αωα

α
esin

/dt

ed
sin

/dt

esind

/dt

OMd
/MV

r
l

r

l

r
lr

=
ℜ

=
ℜ

=
ℜ

=ℜ  

⇒ ( ) ( ) ϕαω esin/MV
r

l
r

=ℜ  

- On détermine l’expression du vecteur accélération de M par rapport au référentiel ℜ : 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ρ

ϕϕ αωαω
αω

γ esin
/dt

ed
sin

/dt

esind

/dt

/MVd
/M

r
l

r

l

r
l

r
r 2−=

ℜ
=

ℜ
=

ℜ

ℜ
=ℜ  

⇒ ( ) ( ) ραωγ esin/M
r

l
r 2−=ℜ  

 
2°) On montre que la norme T de la tension du fil ne dépend pas de ω : 
 En utilisant le principe fondamental de la dynamique dans ℜ, on trouve : 

ℜ est un référentiel est galiléen car il est fixe. Alors ce principe s’écrit dans ℜ : 

( ) TPF/Mm ext

rrrr
+==ℜ ∑γ  

où kmggmp
rrr

−==  est le poids de M et uTT
rr

= (
l

r MC

MC

MC
u == ) est la tension du fil. 

( ) ( )kcosesinOCMOMC
r

l
r

l αα ρ +−=+=  ⇒ ( ) ( )kcosTesinTT
rrr

αα ρ +−=  

Finalement on trouve : ( ) ( ) ( ) ρρ αωαα esinmkcosTesinTkmg
r

l
rrr

2−=+−− (*) 

 Multipliant la relation (*) par k
r
, on obtient : 

( ) 0=+− αcosTmg  ⇒ ( )αcos

mg
T =  ⇒ la norme de T ne dépend pas de ω. 

 
3°) On détermine l’expression de la vitesse angulaire ω en fonction de g, ℓ et α : 

Multipliant la relation (*) par ρe
r

, on obtient : 

( ) ( )αωα sinmsinT 2
l−=−  ⇒ 2ωlmT =  ⇒ ( )

2ω
α

lm
cos

mg
=  ⇒ ( )αω

cos

g

l
=2  

 
4°) On détermine la valeur minimale ω0 de ω au-dessous de laquelle α = 0 : 

α = 0 → ( ) 1=αcos  → 
l

g
=2ω  ⇒ 

l

g
=0ω  (pulsation propre) 

( ) 1≤αcos  ⇒ 0ωω =≥
l

g
 c’est la condition pour que le mouvement soit possible. 

 
VI.2. Pendule simple 

En physique, le pendule simple est une masse ponctuelle fixée à l'extrémité d'un fil sans 
masse, inextensible et sans raideur et oscillant sous l'effet de la pesanteur. Il s'agit du modèle 
de pendule pesant le plus simple. Il est parfois appelé pendule de gravité idéal et, par 
opposition, tout pendule de gravité réel est appelé pendule pesant composé. Par extension on 
appelle aussi parfois pendule simple un dispositif dans lequel le fil inextensible est remplacé 
par une tige rigide de masse nulle pouvant tourner sans frottement dans un plan vertical 
autour de son extrémité fixe. 

Il est possible d'approcher expérimentalement cet objet théorique en suspendant une 
masse de faible dimension au bout d'un fil (voir illustration). À cause de sa nature relativement 
simple, il se prête à des études théoriques poussées sur le plan mathématique. Ces études ont 
trouvé plusieurs applications en physique théorique, notamment dans les systèmes 
harmoniques simples. 

Sous l'effet de son poids, lorsque le pendule est écarté de sa position d'équilibre (la 
verticale), le point matériel de masse m se déplace sur un arc de cercle: l'effet du poids 
tendant constamment à ramener le pendule vers sa position d'équilibre stable, celui-ci se met 
à osciller. 



 37 

On repère la position du pendule simple par l'angle ϕ  qu'il fait avec la verticale 

descendante ( iO
r
) d’un référentiel fixe ( )k,j,i,O

rrr
ℜ ((xOy) étant le plan vertical). On choisit une 

orientation positive : la position de la masse est donc repérée par l'élongation angulaire 

algébrique 







=

∧
OM,i

r
ϕ .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
On note g

r
 l'accélération due à la pesanteur et on suppose que les frottements de l’air 

sont négligeables et que la projection de M sur l’axe (Oz) est nulle quelque soit le temps. 
Le mouvement de M est plan et circulaire, alors on travaille avec les coordonnées 

polaires ( ϕρ , ) pour simplifier l’étude du mouvement. On désigne par ( )k,e,e,M
rrr

ϕρ1ℜ  le 

référentiel lié au point M tel que ϕϕρ =







=







 ∧∧
e,je,i
rrrr

. Il vient : 

( ) ( )jsinicose
rrr

ϕϕρ += , ( ) ( )jcosisine
rrr

ϕϕϕ +−= , ϕ
ρ ϕe

/dt

ed r
&

r

=
ℜ

, ρ
ϕ ϕe
/dt

ed r
&

r

−=
ℜ

, ( ) k/
r

&ϕΩ =ℜℜ1  

( )xOyM ∈  → 0=z  ⇒ ρρρ eeOM
r

l
r

== (fil inextensible → longueur du fil est 

constante: cte=l ). 
Les vecteurs de vitesse et d’accélération s’écrivent : 

( ) ϕϕe
/dt

OMd
/MV

r
&l

r
=

ℜ
=ℜ  et ( ) ( )

ϕρ ϕϕγ ee
/dt

/MVd
/M

r
&&l

r
&l

r
r

+−=
ℜ

ℜ
=ℜ 2  

Le frottement de l’air est négligeable → TPFext

rrr
+=∑   

avec ( ) ( ) ϕρ ϕϕ esinmgecosmgimgP
rrrr

−==  est le poids de M et ρeTT
rr

−=  est la tension du fil. 

Ainsi, le principe fondamental de la dynamique dans ℜ s’écrit : 

( ) TP/Mm
rrr

+=ℜγ  ⇒ ( ) ( ) ρϕρϕρ ϕϕϕϕ eTesinmgecosmgemem
rrrr

&&l
r

&l −−=+− 2  (*) 
En multipliant l’équation (*) par ρe

r
 et ϕe

r
, on trouve : 

( ) Tcosmgm −=− ϕϕ2&l  et ( )ϕϕ sinmgm −=&&l  

Finalement on trouve : 

( ) 2ϕϕ &lmcosmgT +=  : Norme de la tension du fil. 
et  

( ) 0=+ ϕϕ sin
g

l
&&  

(équation différentiel du mouvement de M vérifiée par le paramètreϕ ) 

Pour des oscillations de faibles amplitudes (c-à-d ( ) ϕϕϕ =→≈ sin0 ), cette équation 
s’écrit : 

0=+ ϕϕ
l

&&
g

 (*). 

 

i
r

 O  

M  

g
r

 

ϕ  

ϕe  

ρe
r

 

k
r

 

j
r

 

T
r

 

P
r

 

•  
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VI.3. Ressort horizontal 
On considère un ressort, de raideur k et de longueur initiale 0l , posé horizontalement 

et auquel est accrochée une masse m. On écarte légèrement la masse m de sa position 
d’équilibre (x = 0) et on la lâche sans vitesse initiale. On suppose que le mouvement de M se 

fait sans frottement. On désigne par ( )k,j,i,O
rrr

ℜ , le référentiel lié à m à l’instant initiale. 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

ixOM
r

=  ⇒ ( ) ix
/dt

OMd
/MV

r
&

r
=

ℜ
=ℜ  et ( ) ( )

ix
/dt

/MVd
/M

r
&&

r
r

=
ℜ

ℜ
=ℜγ  

Bilan des forces appliquées sur la masse m : 

       - Force de rappel (force appliquée par le ressort) : ikxikF
rr

l
r

−=−= ∆  , xx =−+= 00 lll∆  

       - Poids : jmgP
rr

−=  

       - Réaction du support : jRjRjRR n

rrrrrr
=== (mouvement sans frottement : 0

rr
=tR ). 

 En utilisant le principe de la dynamique dans ℜ galiléen, on trouve : 

( ) RFP/Mm
rrrr

++=ℜγ  ⇒ jRikxjmgixm
rrrr

&& +−−=  

 En multipliant cette équation par i
r
 et j

r
, on obtient : 

0=+ x
m

k
x&&  (**): Equation différentielle du mouvement de la masse m ; 

mgR =  : la norme de la réaction du support. 
 
Remarque : 

Les équations différentielles du mouvement (*) et (**) obtenues dans les deux 
applications précédentes (pendule simple et ressort horizontal), peuvent être mises sous la 
forme suivante : 

02
0 =+ yy ω&& (***) ( ϕ=y  ou xy = ) 

avec 
l

g
=0ω  ou 

m

k
=0ω  est la pulsation. 

Alors les deux systèmes représentent des oscillateurs harmoniques non amortis (sans 
frottements) (voir chapitre VI). 

L’équation (***), a pour solution : ( ) titi BeAety 00 ωω −+=  qui peut être écrite sous la 
forme : ( ) ( )θω += tcosyty m 0  où my  est l’amplitude du mouvement et θ  étant la phase à 

l’origine. Ces deux constantes sont déterminées à partir des conditions initiales. 

0

2
ω
π

=T .est la période des oscillations autour de la position d’équilibre 0=y . 

 
VI.4. Calcul du poids 

Soit ( )k,j,i,OT

rrr
ℜ  un référentiel lié au centre de la terre et qui garde une orientation 

fixe par rapport au référentiel de Copernic ( ( )kOT

r
 est l’axe de rotation propre de la terre). Soit 

m  

0l  

l∆  
P
r

 

F
r

 

R
r

 
g
r

 

j
r

 

i
r

 O  0t =  

0t ≠  
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( )ϕθ e,e,e,O r

rrr
11ℜ  un référentiel sphérique lié à la particule M de masse m et fixée sur la 

surface de la terre( ( ) ( ) ρθθ esinRkcosReRMO TTrTT

rrr
+== , RT étant le rayon de la terre). 

 En appliquent le principe fondamental de la dynamique dans ℜ1, on trouve : 

( ) ceext FFF/Mm
rrrr

++=ℜ ∑1γ  

avec : 

- gext FRF
rrr

+=∑  : R
r

 est la réaction de la terre et ame
R

GmM
F r

T

T
g

rrr
=

−
=

2
 est la force 

de gravitation appliquée par la terre (MT est la masse de la terre, G est la constante de 

gravitation, r

T

T e
R

GM
a

rr

2

−
=  est le champ gravitationnel crée par la terre). 

- ( ) ( ) ( ) ( ) 022 11111

rrrr
=ℜ∧ℜℜ−=ℜ∧ℜℜ−= /OV/m/MV/mFc ΩΩ ( 011

r
=→≡ MOOM ) 

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]








∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ−=−= MO//MO

/dt

/d
/OmMmF ee 1111

1
1 ΩΩ

Ω
γγ

rr
r

rrr
 

                             ( )
ℜ

−=ℜ−=
/dt

OOd
m/Om T

2
1

2

1γ
r

 

rTT eROO
r

=1 → ( ) ( ) ϕϕ ωθϕθ esinResinR
/dt

ed
R

/dt

OOd
TT

r
T

T rr
&

r

==
ℜ

=
ℜ
1  → ( ) ρωθ esinR

/dt

OOd
T

T r2
2

1
2

−=
ℜ

 

 θ  ⇒ ( ) ρωθ esinmRF Te

rr
2=  

 - ( ) 01

rr
=ℜ/Mγ (ℜ1 est lié à M) 

   ⇒ 0
rrrr

=++ eg FFR  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

kgMT
24106= , m.RT

6103706= , 151029217 −−= s.rad.ω , I.S.G 1110676 −=  

θ
π

α −=
2

 est la latitude → ( ) ( )αθ cossin =  ⇒ ( ) ρωα ecosmRF Te

rr
2=  

Pour la région Tadla-Azilal, on °= 3332.α N.  
 
Application numérique : 

( ) 22 028620 s/m.cosRTe == ωαγ
r

 

2
2

86289 s/m.
R

GM
a

T

T =
−

=
r

 

M 

N 

θe
r

 

re
r

 

ϕe
r

 

ϕe
r

 

ρe
r
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k
r
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r
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Calcul du poids : 
Par définition, le poids est la force de la pesanteur, d'origine gravitationnelle et 

inertielle, exercée par la terre sur un corps massique en raison uniquement du voisinage de la 
terre. Elle est égale à l'opposé de la résultante des autres forces appliquées au centre de 
gravité du corps lorsque celui-ci est immobile dans le référentiel terrestre. Cette force est la 
résultante des efforts dus à la gravité et à la force d'inertie d'entraînement due à la rotation de 
la terre sur elle-même. Elle s'applique au centre de gravité du corps et sa direction définit la 
verticale qui passe approximativement par le centre de la terre. Le poids est une action à 
distance toujours proportionnelle à la masse. 

En toute rigueur le poids n'est défini que dans le référentiel terrestre et ne prend en 
compte que les effets gravitationnels et inertiels. Néanmoins, lorsqu'on prend également en 
compte d'autres forces telles que de la poussée d'Archimède par exemple, ou qu'on étudie 
l'équilibre d'un corps dans un référentiel en mouvement dans le référentiel terrestre, on parle 
alors de poids apparent. 

Dans le cas présent, on aura donc : 

RFFP eg

rrrr
−=+=  

Quel que soit le corps, le rapport du poids P
r

 à sa masse m est identique et noté g
r
 : 

gmP
rr

=  où g
r
 est l'accélération de la pesanteur ( gg

r
=  est en unité m.s-2, qui est l'unité de 

l'accélération). Ainsi : 

eg FFP
rrr

+=  → emamgm γ
rrr

−=  ⇒ eag γ
rrr

−=  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ρρ γθθγθθ esinakcosaesinakcosag ee

rrrrrrrrrrr
+−−=−−−=  

⇒ ( ) ( )( ) ργαα ecosaksinag e

rrrrrr
+−−=  

⇒ ( ) ( )( ) 2222
88699 s/m.cosasinagg e =++== γαα

rrrr
 

 
Remarque : 

- eγ
r

 est maximum à l’équateur et nul aux pôles. 

- ae

rr
<<<γ  → ge FF

rr
<<<  ⇒ tout référentiel lié au laboratoire (terrestre) peut être 

considéré galiléen avec de très bonne approximation. 
 

 - ε  est l’angle qui donne la dérivation du poids par 
rapport à la verticale 
 A partir de la figure suivante, la relation liant les angles 
d’un triangle s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )εαεαπαε +
=

−−
==

sin

F

sin

F

sin

P

sin

F gge

rrrr

 

→ ( )
( ) ( )

P

Fsin

F

Fsin
sin

g

e

g

r

r

r

r
αε

εα ==+  

 
 
 

→ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00154802
2

22

.sin
g

R
sin

g

cosR
sin

g
sin

P

F
sin TTee

===== α
ω

α
ωα

α
γ

αε r

r

r

r

 

⇒ °= 08870.ε  ε→  est faible ⇒ la direction du poids est approximativement verticale 
passant par le centre de la terre. 

 
 
 
 
 

α  
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r
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Chapitre V Théorèmes Généraux de la Dynamique du Point Matériel 
La détermination des caractéristiques du mouvement d’une particule M peut se faire par 

intégration de la loi fondamentale de la dynamique. En combinant cette loi avec les relations 
cinématiques établies, on démontre ce qu’on nomme les théorèmes généraux de la dynamique 
du point matériel. L’utilisation de ces théorèmes permet de résoudre d’une manière plus aisée 
toute une classe de problèmes de mécanique du point matériel. 
 
I. Théorème de la quantité de mouvement 

Dans un référentiel ℜ, la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de 
mouvement, est égale à la résultante des forces réelles appliquées à un point matériel M : 

( ) ( ) ( ) ∑=ℜ=
ℜ

ℜ
=

ℜ

ℜ
extF/Mm

/dt

/MVd
m

/dt

/MPd rr
rr

γ  

- Si M est isolé ( 0
rr

=∑ extF ), alors 
( )

0
r

r

=
ℜ

ℜ

/dt

/MPd
 ⇒ ( ) cte/MP =ℜ

r
(conservation de la 

quantité de mouvement). 
- Dans un référentiel non galiléen ℜ1, ce théorème s’écrit : 

( ) ( ) ceext FFF/Mm
/dt

/MPd rrrr
r

++=ℜ=
ℜ

ℜ ∑1
1

1 γ  

Si ℜ1 est en translation rectiligne uniforme par rapport à ℜ, donc : 

0
rrr

== ce FF  ⇒ 
( ) ( ) ∑=

ℜ

ℜ
=

ℜ
ℜ

extF
/dt

/MPd

/dt

/MPd r
rr

1

1  : la dérivée temporelle du vecteur quantité de 

mouvement est invariante au cours d’une transformation galiléenne. 
 
II. Théorème du moment cinétique 
II. 1. Moment d’une force 
II.1.1. Moment d’une force par rapport à un point 

Le moment d'une force par rapport à un point donné est une grandeur physique 
vectorielle traduisant l'aptitude d'une force à faire tourner un système mécanique autour de ce 
point, appelé souvent pivot. Il s'exprime en N.m (newton-mètre). 

Le moment d’une force F
r

 appliquée à un point matériel M, par rapport à un point 
quelconque O est exprimé par : 

( ) FOMFmO

rrr
∧= , M étant le point d’application de F

r
 

- Le vecteur ( )FmO

rr
 est perpendiculaire à F

r
 et à OM  

- Le sens de ( )FmO

rr
 est tel que ( )( )Fm,F,OM O

rrr
 constitue un trièdre direct. 

- ( ) 0
rrr

=FmO  ⇔ F//OM
r
 ⇒ le support de F

r
 passe par le point O (car M appartenant à ce 

support). 

- Pour un point quelconque A appartenant au support de F
r

( F//AM
r
), on aura : 

( ) ( ) FOAFmFAMFOAFOMFm OO

rrr
43421

rrrrr

r
∧=⇒∧+∧=∧=

0

 

⇒ ( )FmO

rr
 ne dépend pas de la position de M sur le support de F

r
. 

- Pour un point quelconque O′  différent du point O, on a : 

( ) FOMFOOFMOFmO

rrrrr
∧+∧′=∧′=′  

( ) ( ) FOOFmFm OO

rrrrr
∧′+=⇒ ′  

 
II.1.2. Moment d’une force par rapport à un axe 

Le moment d’une force F
r

 appliquée à un point matériel M, par rapport à un axe (∆) 
quelconque de vecteur unitaire u

r
 et passant par un point O, est le scalaire : 

( ) ( ) ( )u.FOMu.FmFm O

rrrrrr
∧==∆  

- Pour un point quelconque O′  de (∆) différent du point O, on a : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u.Fmu.FOMu.FOMu.FOOu.FMOu.FmFm OO

rrrrrrrr

43421

rrrrrrr

r

=∧=∧+∧′=∧′== ′

0

∆  

⇒ ( )Fm
r

∆  est indépendant du point O appartenant à (∆) (O est quelconque de (∆)) 

 
II. 2. Moment cinétique 
II.2.1. Moment cinétique par rapport à un point 

Le moment cinétique ( )ℜ/MOσ
r

, d’un point matériel M de masse m en mouvement dans 

un référentiel ℜ, par rapport à un point quelconque O, est le moment de son vecteur quantité 

de mouvement ( )ℜ/MP
r

 par rapport au même point O : 

( ) ( )( ) ( ) ( )ℜ∧=ℜ∧=ℜ=ℜ /MVmOM/MPOM/MPm/M OO

rrrrr
σ  

 - Le point O peut être mobile dans ℜ. 
 - ( )ℜ/MOσ

r
 est relatif au référentiel dans lequel on exprime la vitesse de M. 

 - ( ) ( )( )ℜℜ /M,/MP,OM Oσ
rr

 constitue un trièdre direct. 

 - Pour un point quelconque O′  différent du point O, on aura : 

( ) ( ) ( ) ( )ℜ∧+ℜ∧′=ℜ∧′=ℜ′ /MVmOM/MVmOO/MVmMO/MO

rrrr
σ  

⇒ ( ) ( ) ( )ℜ∧′+ℜ=ℜ′ /MVmOO/M/M OO

rrr
σσ  

 
II.2.2. Moment cinétique par rapport à un axe 

 Le moment cinétique, d’un point matériel M de masse m en mouvement dans un 
référentiel ℜ, par rapport à un axe (∆) de vecteur unitaire u

r
 et passant par un point O, est le 

moment de son vecteur quantité de mouvement par rapport à cet axe : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )u./MVmOMu./Mu./MPm/MPm/M OO

rrrrrrrr
ℜ∧=ℜ=ℜ=ℜ=ℜ ′σσ ∆∆  

(O est quelconque de (∆)) 
 
II. 3. Théorème du moment cinétique 
II. 3.1 Théorème du moment cinétique par rapport à un point 
 Cas d’un référentiel galiléen : 

Soit M un point matériel en mouvement dan un référentiel galiléen ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  

( ) ( )ℜ∧=ℜ /MVmOM/MO

rr
σ  → 

( ) ( ) ( )
ℜ

ℜ
∧+ℜ∧

ℜ
=

ℜ

ℜ

/dt

/MVd
mOM/MVm

/dt

OMd

/dt

/Md O

r
rr

σ
 

 

→ 
( ) ( ) ( ) ( ) ∑∧=ℜ∧+ℜ∧ℜ=

ℜ

ℜ
ext

O FOM/MmOM/MVm/MV 
/dt

/Md rr

4444 34444 21

rrr

r

γ
σ

0

 

Or ( ) ∑∑ ∧= extextO FOMFm
rrr

 donc on aura : 
( ) ( )∑=

ℜ

ℜ
extO

O Fm
/dt

/Md rr
r
σ

(O est fixe dans 

ℜ) 
D’où l’énoncé du théorème du moment cinétique dans un référentiel galiléen : 
La dérivée par rapport au temps, dans un référentiel galiléen, du moment cinétique 

d’un point matériel M, par rapport à un point fixe O, est égale au moment de la résultante des 
forces extérieures appliquées à M, par rapport au même point O. 
 
Remarques : 
 - Le théorème du moment cinétique est valable quelque soit le point fixe dans un 
référentiel galiléen. 
 - Le théorème du moment cinétique par rapport un point mobile A dans ℜ, s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )ℜ∧ℜ+=
ℜ

ℜ ∑ /AV/MVmFm
/dt

/Md
extA

A
rrrr

r
σ

 

 Démonstration : 

( ) ( ) ( )ℜ∧+ℜ=ℜ /MVmAO/M/M OA

rrr
σσ  

→ 
( ) ( ) ( ) ( )

ℜ

ℜ
∧+ℜ∧

ℜ
+

ℜ

ℜ
=

ℜ

ℜ

/dt

/MVd
mAO/MVm

/dt

AOd

/dt

/Md

/dt

/Md OA

r
rrr

σσ
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→ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ℜ∧+ℜ∧ℜ−=

ℜ

ℜ ∑ /MmAO/MVm/AVFm
/dt

/Md
extO

A γ
σ rrrrr
r

 

→ 
( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑ ∧+ℜ∧ℜ+=

ℜ

ℜ
extextO

A FAO/AV/MVmFm
/dt

/Md rrrrr
r
σ

 

Or ( ) ( ) ∑∑∑ ∑∑∑ ∧+=∧+∧=∧= extextOextextextextA FAOFmFOMFAOFAMFm
rrrrrrrr

 

Donc, il vient : 
( ) ( ) ( ) ( )ℜ∧ℜ+=

ℜ

ℜ ∑ /AV/MVmFm
/dt

/Md
extA

A
rrrr

r
σ

 

Si A est un fixe dans ℜ, cette dernière expression est simplifiée :  
( ) ( )∑=

ℜ

ℜ
extA

A Fm
/dt

/Md rr
r
σ

 

⇒ Il est préférable de choisir un point fixe pour appliquer le théorème du moment 
cinétique. 

 - Si ∑∑
=

=+++=
n

i

inext FF......FFF
1

21

rrrrr
  

⇒ ( ) nextextO FOM...FOMFOMFOMFm
rrrrrr

∧++∧+∧=∧= ∑∑ 21  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )nOOOextO Fm...FmFmFm
rrrrrrrr

+++=∑ 21  

⇒ ( ) ( )∑∑
=

=
n

i

iOextO FmFm
1

rrrr
 

- Si le point M est isolé (moment de la résultante des forces est nul), alors : 
( )

0
rr

=
ℜ

ℜ

/dt

/Md Oσ  ⇒ ( ) cte/MO =ℜσ
r

 

 
Cas d’un référentiel non galiléen : 
Si O1 un point fixe dans un référentiel non galiléen ℜ1, le théorème du moment 

cinétique par rapport au référentiel 1ℜ , s’écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )cOeOextO
O

FmFmFm
/dt

/Md rrrrrr
r

111

1

1

1
++=

ℜ

ℜ
∑

σ
 

 Démonstration : 

( ) ( )1111
ℜ∧=ℜ /MVmMO/MO

rr
σ  → 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ceext
O

FFFMO/MmMO/MVm/MV
/dt

/Md rrrrrr
r

++∧=ℜ∧+ℜ∧ℜ=
ℜ

ℜ
∑11111

1

11 γ
σ

 

→ 
( ) ( ) ( ) ( )cOeOextO

O
FmFmFm

/dt

/Md rrrrrr
r

111

1

1

1
++=

ℜ

ℜ
∑

σ
 

- Si A est un point mobile dans 1ℜ , alors : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1

1 ℜ∧ℜ+++=
ℜ

ℜ ∑ /AV/MVmFmFmFm
/dt

/Md
cAeAextA

A
rrrrrrrr

r
σ

 

 
II. 3.2 Théorème du moment cinétique par rapport à un axe 
 Cas d’un référentiel galiléen : 

Soit (∆) un axe fixe dans un référentiel galiléen ℜ. Le théorème du moment cinétique 
par rapport au référentiel ℜ et par rapport à l’axe (∆), s’écrit : 

( ) ( )∑=
ℜ

extFm
dt

/Md r

∆
∆σ

 

 
Cas d’un référentiel non galiléen : 
Soit (∆1) un axe fixe dans un référentiel non galiléen ℜ1. Le théorème du moment 

cinétique par rapport au référentiel ℜ1 et par rapport à l’axe (∆1), s’écrit : 
( ) ( ) ( ) ( )ceext FmFmFm
dt

/Md rrr

111

1 1
∆∆∆

∆σ
++=

ℜ
∑  
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II. 4. Application du théorème du moment cinétique 
Dans ce paragraphe, on va appliquer le théorème du moment cinétique, pour le cas du 

pendule simple et on retrouve l’équation différentielle du mouvement obtenue dans le chapitre 
précédant (on conserve les mêmes hypothèses). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D’après le paragraphe VI.2. (chapitre III), on a: 

( ) ϕϕe
/dt

OMd
/MV

r
&l

r
=

ℜ
=ℜ  (vitesse de M), ( ) ( ) ϕρ ϕϕ esinmgecosmgP

rrr
−=  (poids de M) et 

ρeTT
rr

−=  (tension du fil). 

 Le moment cinétique de M par rapport à O et à ℜ est exprimé par : 

( ) ( ) kmeme/MVmOM/MO

r
&l

r
&l

r
l

rr
ϕϕσ ϕρ

2=∧=ℜ∧=ℜ  

Appliquant le théorème du moment cinétique dans le référentiel ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  galiléen (ℜ 
est fixe), on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )TmPmFm
/dt

/Md
OOextO

O
rrrrrr

r

+==
ℜ

ℜ ∑σ
 

Or  
( )

km
/dt

/Md O
r

&&l

r

ϕ
σ 2=

ℜ

ℜ
 

( ) ( ) ( )( ) ( )ksinmgesinmgecosmgePOMPmO

r
l

rrr
l

rrr
ϕϕϕ ϕρρ −=−∧=∧=

 ( ) 0
rrr

l
rrr

=−∧=∧= ρρ eTeTOMTmO  

Donc, il vient : 

( )ksinmgkm
r

l
r

&&l ϕϕ −=2  

En multipliant cette équation par k
r
, on retrouve finalement : 

( ) 0=+ ϕϕ sin
g

l
&&  

(Equation différentiel du mouvement de M vérifiée par le paramètreϕ ) 

 
III. Théorème de l’énergie cinétique 
III.1. Travail d’une force 

Soit M un point matériel en mouvement dans un référentiel ( )k,j,i,O
rrr

ℜ , de vecteur 

position OM , de vecteur vitesse ( )ℜ/MV
r

 et soumis à la résultante des forces F
r

. 

 Pendant un intervalle de temps dt, M se déplace d’une quantité ( )dtM/VOMd ℜ=
r

. 

On appelle travail élémentaire dW  de la force F
r

 pendant dt (ou bien au cours du 

déplacement élémentaire OMd ) calculé dans le référentiel ℜ, la quantité : 

( ) ( )dtM/VFOMdF/FdW ℜ==ℜ
rrrr

 (Joule(J)=N.m) 

Pour obtenir le travail de F
r

 sur un trajet fini (AB) (travail effectué par F
r

 lorsqu’elle se 
déplace entre les positions A et B), on intègre l’équation précédente : 

i
r

 O  

M  

g
r

 

ϕ  

ϕe  

ρe
r

 

k
r

 

j
r

 

T
r

 

P
r

 

•  
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( ) ( ) ( )∫∫∫ ℜ==ℜ=ℜ
→

B

A

B

A

B

A
BA

dtM/VFOMdF/FdW/FW
rrrrr

 

- Cette intégrale doit être prise le long de la trajectoire décrite par le point M (le travail 
dépend de A et B et du chemin suivi pour aller de A à B) sauf pour les forces dites 
conservatives où le travail ne dépend pas de ce trajet particulier. 

- Le travail dépend de la vitesse, donc il dépend du référentiel. 

- Si ∑
=

=
n

i

iFF
1

rr
, alors ( ) ( )∑

=
→→

ℜ=ℜ
n

i

i
BABA

/FW/FW
1

rr
 

- ( ) ( ) ( ) ( ) dtM/VFdtM/VFdtM/VF/FdW ℜ=ℜ=ℜ=ℜ
rrrrrrr

ττ  avec ττ
rr

FF =  (dans la base de 

Frenet : bFnFFF bn

rrrr
++= ττ ) ⇒ uniquement la composante tangentielle de F

r
 qui 

travaille. 
 
III.2. Puissance d’une force 

A un instant t, la puissance d’une force F
r

 dans un référentiel ℜ est définie par : 

( ) ( )
ℜ

=
ℜ

=ℜ
/dt

OMd
F

dt

/FdW
/FP

r
r

r
 

( ) ( )ℜ=ℜ M/VF/FP
rrr

 (watts(w) = J/s = N.m/s) 

Si ∑
=

=
n

i

iFF
1

rr
, alors ( ) ( )∑

=

ℜ=ℜ
n

i

i /FP/FP
1

rr
 

 
III.3. Energie cinétique 

On appelle énergie cinétique d’un point matériel M, de masse m animé d’une vitesse 

( )ℜ/MV
r

 dans un référentiel ℜ, la quantité : 

( ) ( ) ( )ℜ=ℜ=ℜ M/VmM/Vm/ME 2
c

rr

2
1

2
1 2

 

 
III.4. Théorème de l’énergie cinétique 
 

Cas d’un référentiel galiléen : 

Soient ℜ un référentiel galiléen et ∑= extFF
rr

 la résultante des forces extérieures 

appliquées sur M. 
 

( )ℜ=∑ /MmFext γ
rr

 → ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dtM/V/MmdtM/VFdtM/VF/FdW ext ℜℜ=ℜ=ℜ=ℜ ∑
rrrrrrr

γ  

→ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







ℜ=ℜ=ℜℜ=ℜ M/VmdM/VmdM/VdM/Vm/FdW 22

rrrrr

2
1

2
1

 

⇒ ( ) ( )ℜ=ℜ M/dE/FdW c

r
 

En intégrant entre deux positions A et B, on trouve : 
 

( ) ( ) ( ) =ℜ=ℜ−ℜ
→

/FWM/EM/E
BA

cc AB

r
 

D’où le théorème de l’énergie cinétique pour un référentiel galiléen : 
La variation de l’énergie cinétique d’un point matériel M dans un référentiel galiléen 

entre deux positions A et B est égale au travail de la résultante des forces extérieures 
appliquées sur M entre A et B. 
 

Cas d’un référentiel non galiléen : 

Soient ( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ  un référentiel non galiléen et ∑= extFF
rr

 la résultante des 

forces extérieures appliquées sur M. 

On a ( )1ℜ=++ /MmFFF ce γ
rrrr

, alors :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dtM/V/MmdtM/VFFF/FFFdW cece 1111 ℜℜ=ℜ++=ℜ++
rrrrrrrrr

γ  
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⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







ℜ=ℜ=ℜℜ=ℜ++ 11111 2

1
2
1

M/VmdM/VmdM/VdM/Vm/FFFdW 22
ce

rrrrrrr
 

⇒ ( ) ( )11 ℜ=ℜ++ M/dE/FFFdW cce

rrr
 

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )1111 ℜ+ℜ+ℜ=ℜ /FdW/FdW/FdWM/dE cec

rrr
 

Or 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] ( ) 02 111

1111

=ℜℜ∧ℜℜ−=

ℜ−=ℜ==ℜ

dt/MV/MV/m                             

dt/MVMmdt/MVFMOd.F/FdW cccc
rrr

rrrrrr

Ω

γ
 

La force de Coriolis ne travaille pas dans ℜ1 ( cF
r

 est  perpendiculaire à MOd 1 ). 

Alors : 

( ) ( ) ( )111 ℜ+ℜ=ℜ ∑ /FdW/FdWM/dE eextc

rr
 

Cette équation représente la forme différentielle du théorème de l’énergie cinétique 
dans un référentiel non galiléen. 

 
En intégrant entre deux positions A et B, on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )1111 ℜ+ℜ=ℜ−ℜ
→→ ∑ /FW/FWM/EM/E e

BAextBA
cc AB

rr
 

(théorème de l’énergie cinétique dans un référentiel non galiléen) 
 
Remarques : 

- ( ) ( )ℜ=ℜ /FdWM/dEc

r
→

( ) ( ) ( ) ( )ℜ=ℜ=
ℜ

=
ℜ

/FP/MVF
dt

/FdW

dt

M/dEc
rrr

r

 

( ) ( )ℜ=
ℜ

/FP
dt

M/dEc
r

 (ℜ galiléen) (*) 

- ( ) ( ) ( )111 ℜ+ℜ=ℜ ∑ /FdW/FdWM/dE eextc

rr
 

→ 
( ) ( ) ( )

dt

/FdW

dt

/FdW

dt

M/dE eextc 111 ℜ
+

ℜ
=

ℜ ∑ rr

 

→ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1 ℜ+ℜ=ℜ+ℜ=

ℜ ∑∑ /FP/FP/MVF/MVF
dt

M/dE
eexteext

c
rrrrrr

 

⇒ ( ) ( ) ( )11
1 ℜ+ℜ=

ℜ ∑ /FP/FP
dt

M/dE
eext

c
rr

 (ℜ1 non galiléen) (**) 

 
Les équations (*) et (**) permettent de déterminer les équations différentielles du 

mouvement d’un point matériel M. 
 
IV. Théorème de l’énergie mécanique 
IV.1. Energie potentielle 
IV.1.1. Définition 

L'énergie potentielle est l'énergie que possède un système, du fait de sa position ou de sa 
forme, et qui se transforme en énergie cinétique. Exemple : - Position : énergie potentielle de 
pesanteur - Forme : énergie potentielle élastique (cas d’un ressort). 

Elle est une fonction de ce système, dépendant des coordonnées d'espace, et 
éventuellement du temps, ayant la dimension d'une énergie et qui est associée à une force 
dite conservative dont l'expression s'en déduit par dérivation. La différence entre les énergies 
potentielles associées à deux points de l'espace est égale à l'opposé du travail de la force 
concernée pour aller d'un point à l'autre, et ce quelque soit le chemin utilisé. 

Une force de frottement n'est pas conservative et ne dérive pas d'une énergie potentielle. 
 

IV.1.2. Relation liant l’énergie potentielle et le travail d’une force 

Une force F
r

 dérive d’un potentiel, s’il existe une fonction scalaire pE  telle que : 

( )pEgradF −=
r

 

pE  est l’énergie potentielle associée à la force F
r

 exercée sur le point M dans le référentiel ℜ : 

( )ℜ= /MEE pp  
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Au cours d’un déplacement élémentaire OMd , le travail élémentaire dW  de F
r

 est : 

( ) OMdF/FdW
rr

=ℜ  

 D’une autre part, on a ( ) OMdEgraddE pp = , donc : 

( ) ( )ℜ−=ℜ /FdW/MdEp

r
 

 
Remarques : 

- L'énergie potentielle est définie à une constante additive près. Celle-ci n'a aucune 
influence sur les résultats puisque l'énergie potentielle est utilisée dans des opérations de 
dérivation (calcul d'une force conservative) ou de variation (calcul d'un travail). Ces deux 
opérations faisant disparaître la constante, le choix de cette dernière est donc purement 
arbitraire et sa détermination se fait généralement de façon à simplifier les calculs. 

( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pppp EgradctegradEgradcteEgradEgradF −=−−=+−=−=
r

) 

 

- ( )( ) ( )( ) 0
rr

=−=−= pp EgradrotEgradrotFrot , ainsi pour montrer qu’une force F
r

 dérive 

d’une énergie potentielle, on montre que 0
rr

=Frot . 

- F
r

 est une force conservative s’il existe une fonction pE  telle que ( )pEgradF −=
r

 ou 

bien si 0
rr

=Frot . 
 
IV.1.3. Energie potentielle d’un point M en chute libre 

Chute libre : est un mouvement sous le seul effet de la pesanteur. Un objet en chute 
libre est donc soumis à une force unique, son propre poids. Les autres forces agissant sont 
alors soit inexistantes, soit négligées. Parmi les forces fréquemment négligées, on compte la 
résistance de l'air du milieu. 

Le point M soumis uniquement à propre poids P
r

, donc 

l’énergie potentielle de M dans le référentiel ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  est celle 

dérivée par son poids ( P
r

est toujours une force conservative). 

On calcule l’énergie potentielle de P
r

 dans ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  :  
 

1ère méthode : 

( ) ( ) ( ) mgdzkdzjdyidxkmgOMdP/FdW/MdEp =++=−=ℜ−=ℜ
rrrrrr

 

→ ( ) ( )zEctemgz/ME pp =+=ℜ  

Si ( ) 00 ==zEp  →  0=cte ⇒  ( ) mgz/MEp =ℜ  

 
2ème méthode : 

( )pEgradP −=
r

 → k
z

E
j

y

E
i

x

E
kmg

ppp
rrrr

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
−=−  ⇒ mg

z

Ep
=

∂

∂
(1), 0=

∂

∂

x

Ep (2), 0=
∂

∂

y

Ep (3) 

(1) → ( )y,xctemgzEp +=  

(2) → 
( )

0=
∂

∂
=

∂

∂

x

y,xcte

x

E p  → ( ) ( )yctey,xcte =  → ( )yctemgzEp +=  

(3) → 
( )

0=
∂

∂
=

∂

∂

y

ycte

y

Ep  → ( ) cteycte =   

⇒ ctemgzEp +=  

 
IV.1.4. Energie potentielle d’une charge placée dans un champ électrostatique 

Soit une charge q placée dans un champ électrostatique E
r

, donc q subit à la force 

électrostatique EqF
rr

= .  

Comme ( )VgradE −=
r

 où V est le potentiel électrostatique, on aura : ( )qVgradF −=
r

, 

donc F
r

 dérive d’une énergie potentielle pE  telle que cteqVEp += . 

Sol  

P
r

 

M  

i
r

 

k
r

 

j
r

 
O  

•  
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IV.1.5. Energie potentielle dérivée par la force de rappel d’un ressort 
Considérons un ressort au repos (non 

tendu) disposé horizontalement suivant l’axe 
(Ox). Soit M une masse accrochée à son 
extrémité libre (l’autre extrémité est fixe). 
Ecartons la masse M de sa position d’équilibre 
d’une distance x. Donc le ressort va exercer 
sur l’opérateur une force de rappel : 

ikxikF
rr

l
r

−=−= ∆  

0
rr

=Frot  → F
r

 est une force conservative. 

( ) kxdxdOMFFdWdEp =−=−=
rr

 

⇒ ctekxEp += 2

2
1

 

En général, on prend cette constante égale à zéro de façon à rendre 0=pE  pour 

0=x , ce qui donne : 

2

2
1

kxEp =  

Remarques : 

- En général, la résultante des forces F
r

, appliquées sur un point matériel M en 
mouvement dans un référentiel ℜ, peut être décomposée comme suit : 

nconcon FFF
rrr

+=  

avec conF
r

 est la résultante des forces conservatives et nconF
r

 est celle des forces non 

conservatives. 

- Si cncccon F......FFF
rrrr

+++= 21 , alors l’énergie potentielle de M est : 

npppp E.......EEE +++=
21

 

où 
ipE  est l’énergie potentielle dérivée par la force conservative ciF

r
. 

- La force de frottement est une force non conservative. 

- Si F
r

est conservative, alors 
( ) ( ) ( ) ( )ℜ−=ℜ−=

ℜ
−=

ℜ
/MVF/FP

dt

/FdW

dt

/MdEp
rrr

r

 

 
IV.2. Energie mécanique 

L'énergie mécanique est une quantité utilisée en mécanique classique pour désigner 
l'énergie d'un système emmagasinée sous forme d'énergie cinétique et d'énergie potentielle 
mécanique. C'est une quantité conservée lorsque aucune force extérieure ou force non 
conservative (le frottement ou encore un choc) n'intervient dans le système et s'avère, pour 
cela, pratique à utiliser. 

Donc, l’énergie mécanique d’un point matériel dans un référentiel ℜ, ( )ℜ/MEm , est 

égale à la somme des énergies cinétique, ( )ℜ/MEc , et potentielle, ( )ℜ/MEp , par rapport au 

même référentiel ℜ : 
( ) ( ) ( )ℜ+ℜ=ℜ /ME/ME/ME pcm  

L’énergie mécanique dépend du référentiel choisi. 
 
IV.3. Conservation de l’énergie mécanique 

Soit F
r

 la résultante des forces appliquées à un point matériel M dans un référentiel 
galiléen ℜ. 

On suppose que F
r

 dérive d’une énergie potentielle (c-à-d toutes les forces exercées sur 
M sont conservatives). 
 D’après le théorème de l’énergie cinétique dans ℜ galiléen, on a : 

( ) ( ) ( )ℜ−=ℜ=ℜ M/dEM/dE/FdW pc

r
 → ( ) ( ) 0=ℜ+ℜ M/dEM/dE pc  → ( ) ( )[ ] 0=ℜ+ℜ M/EM/Ed pc  

⇒ ( ) 0=ℜ/MdEm  

⇒ ( ) cte/MEm =ℜ   

(Intégrale première de l’énergie ou bien intégrale première des équations de mouvement) 

m  

0l  

x  
P
r
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r
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r
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r
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 O  0t =  

0t ≠  
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Ainsi, dans le cas où toutes les forces, appliquées sur un point matériel M dans un 
référentiel galiléen ℜ, dérivant d’une énergie potentielle, l’énergie mécanique se conserve dans 
ℜ (reste constante au cours du mouvement). 
 
Remarques : 

- Si le point M est soumis en outre à des forces ne dérivant pas d’un potentiel, l’énergie 
mécanique ne se conserve pas (il y a une dissipation de l’énergie). 

- S’il y a conservation de l’énergie mécanique au cours du mouvement, l’énergie 
mécanique peut se transformer en énergie cinétique et inversement. Cependant, la somme des 
deux énergies potentielle et cinétique reste constante au cours du mouvement. 

- Dans un référentiel non galiléen 1ℜ , si le travail des forces réelles non conservatives 

est nul et la force d’inertie d’entraînement est conservative, alors il y a conservation de 
l’énergie mécanique de M dans 1ℜ  : 

( ) ( ) ( ) cteM/EM/EM/E pcm =ℜ+ℜ=ℜ 111  

( )1ℜM/Ep  contient l’énergie potentielle dont dérive la force d’inertie d’entraînement. 

 
Exemple :  

Considérons un point matériel M en mouvement dans un référentiel ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  passant 
par la position ( )0000 z,y,xM  avec une vitesse 0v  à un instant initial 0t  et soumis uniquement 

à des forces conservatives  
Si ( )z,y,x  et ( )z,y,x &&&  sont respectivement les cordonnées de la position et de la 

vitesse, alors on peut écrire : 

( ) ( ) ( )000
2
0

222

2
1

2
1

z,y,xEvz,y,xEzyx pp +=+++ &&&  

 
IV.4. Théorème de l’énergie mécanique 

 
Cas d’un référentiel galiléen : 

Soit F
r

 la résultante des forces extérieures appliquées à un point matériel M dans un 
référentiel galiléen ℜ. 

Le théorème de l’énergie cinétique dans ℜ permet d’écrire : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ℜ+ℜ−=ℜ+ℜ=ℜ=ℜ /FdWM/dE/FdW/FdW/FdWM/dE nconpnconconc

rrrr
 

⇒ ( ) ( ) ( )ℜ=ℜ+ℜ /FdWM/dEM/dE nconpc

r
 

⇒ ( ) ( )ℜ=ℜ /FdWM/dE nconm

r
 

En intégrant cette équation entre deux positions A et B, on obtient : 

( ) ( ) ( )ℜ=ℜ−ℜ
→

/FWM/EM/E ncon
BA

mm AB

r
 

D’où l’énoncé du théorème de l’énergie mécanique dans un référentiel galiléen : 
Dans un référentiel galiléen, la variation de l’énergie mécanique entre deux positions 

quelconques A et B est égale au travail de toutes les forces non conservatives appliquées sur M 
entre A et B. 

 
Cas d’un référentiel non galiléen : 
Dans un référentiel non galiléen 1ℜ , il suffit de tenir compte de la force d’inertie 

d’entraînement. Alors le théorème de l’énergie mécanique dans un référentiel non galiléen 

s’écrit : ( ) ( ) ( )111 ℜ+ℜ=ℜ /FdW/FdWM/dE enconm

rr
 si eF

r
 est non conservative 

Si eF
r

 est conservative, ce théorème s’écrit : ( ) ( )11 ℜ=ℜ /FdWM/dE nconm

r
, en tenant 

compte de l’énergie potentielle dérivée par eF
r

 dans le référentiel 1ℜ . 

En intégrant entre deux positions A et B, on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( )1111 ℜ+ℜ=ℜ−ℜ
→→

/FW/FWM/EM/E e
BA

ncon
BA

mm AB

rr
 si eF

r
 est non conservative 

( ) ( ) ( )111 ℜ=ℜ−ℜ
→

/FWM/EM/E ncon
BA

mm AB

r
 si eF

r
 est conservative dans le 1ℜ . 
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Remarque : 

- 
( ) ( ) ( ) ( )ℜ=ℜ=

ℜ
=

ℜ
/MVF/FP

dt

/FdW

dt

/MdE
nconncon

nconm
rrr

r

 (1) 

- 
( ) ( ) ( ) ( )11

11 ℜ=ℜ=
ℜ

=
ℜ

/MVF/FP
dt

/FdW

dt

/MdE
nconncon

nconm
rrr

r

(2) 

(1) et (2) ⇒ Equations différentielles du mouvement de M. 
 
V. Stabilité et conditions de stabilité d’un équilibre 
V.1. Equilibre 

Une particule M est en équilibre en un point M0 dans un référentiel galiléen ℜ, si 
abandonnée en ce point sans vitesse initiale, elle y demeure au repos. Dans ce cas, il suffit que 

la résultante des forces réelles, F
r

, appliquées sur M placé en M0 soit nulle : 

∑ == 0
rrr

extFF  ⇒ ( ) 0
rr

=ℜ/Mγ  

Dans un référentiel ℜ1, la particule M est soumise aux forces d’inertie en plus des forces 
réelles. Pour qu’elle soit au repos dans ℜ1 en une position M0, il faut que : 

∑ =++ 0
rrrr

ceext FFF  

Or au point M0 la vitesse relative ( ) 01

rr
=ℜ/MV  est nulle, d’où la force d’inertie de 

Coriolis est nulle aussi. Donc si le point M est placé en M0, il est en équilibre relatif si : 

∑ =+ 0
rrr

eext FF  ⇒ ( ) 01

rr
=ℜ/Mγ  

 
V.2. Stabilité d’un équilibre 

Soit M0 une position d’équilibre d’un point matériel M dans un référentiel ℜ. Ecartons le 
point M de sa position d’équilibre M0 : 

- Si la résultante des forces qui apparaît tend à ramener le point M en M0, alors 
l’équilibre est dit stable. 

- Si la résultante des forces qui apparaît tend à éloigner le point M de M0, alors 
l’équilibre est dit instable. 

- Si aucune force n’apparaît, alors l’équilibre est dit indifférent. 
 
V.3. Relations exprimant la stabilité d’un équilibre à partir de la force appliquée 

Soit M un point matériel en mouvement dans un référentiel ℜ. 
On suppose que M est entièrement connue par la connaissance d’un seul paramètre q. 

Ce paramètre est distance si le mouvement est rectiligne ou un angle s’il est circulaire.  

Soit τ
r
 le vecteur unitaire tangent à la trajectoire (c) en M et soit F

r
 la résultante des 

forces exercées sur M. 

On désigne par ( )qFτ , la composante tangentielle de F
r

( ( ) ττ
rr

FqF = ) c'est-à-dire la 

composante qui travaille. Alors si ( )00 qM  est une position d’équilibre de M dans ℜ, on aura : 

( ) 00 =qFτ  en M0 

Ecartons le point M de M0 vers un point M1 d’une quantité dq : 

τ
r

dqMM =10 , 0>dq  

En M1, apparaît une résultante des forces ( )dqqF +01

r
 dont la composante tangentielle 

est ( ) ( )ττ
rr

dqqFdqqF +=+ 010 . Si ( ) 00 <+ dqqFτ , la force ( )dqqF +01

r
 tend à ramener M en M0, 

ainsi M0 est une position d’équilibre stable. Si ( ) 00 >+ dqqFτ , la force ( )dqqF +01

r
 tend à 

éloigner M de M0 et donc M0 est une position d’équilibre instable. Si ( ) 00 =+ dqqFτ , M 

demeure en M1 et M0 est une position d’équilibre indifférent. 
Le développement aux limites d’ordre 1 de la fonction ( )qFτ  au voisinage de 0q , donne: 

( ) ( ) dq
q

F
qFdqqF

q0

00 




∂

∂
+=+ τ

ττ  

Or ( ) 00 =qFτ . Il vient donc : 
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( ) dq
q

F
dqqF

q0

0 




∂

∂
=+ τ

τ (*) 

D’après l’équation (*), on aura : 

- Equilibre stable : ( ) 00 <+ dqqFτ , 0>dq  ⇒ 0
0

<




∂

∂

q
q

Fτ  

- Equilibre instable : ( ) 00 >+ dqqFτ , 0>dq  ⇒ 0
0

>




∂

∂

q
q

Fτ  

- Equilibre indifférent : ( ) 00 =+ dqqFτ , 0>dq  ⇒ 0
0

=




∂

∂

q
q

Fτ  

 
V.4. Relations exprimant la stabilité d’un équilibre à partir de l’énergie potentielle 

On suppose que la résultante des forces F
r

, dérive d’une énergie potentielle pE , c'est-

à-dire pEgradF −=
r

. 

La composante de F
r

 qui travaille est ( ) τττ
vrr

pEgradFqF −==  

( )
( ) dq

OMd

dt

dqdt

OMd

/MV

/MV
==

ℜ

ℜ
=

1
r

r
r
τ  ⇒ ( )

dq

OMd
EgradqF p−=τ  

Pp dEOMdEgrad =  ⇒ ( )
dq

dE
qF

p
−=τ  

Alors si ( )00 qM  est une position d’équilibre de M dans ℜ, on aura : 

( ) 00 =qFτ  ⇒ 0
0

=




=qq

p

dq

dE
 

Cette relation exprime que l’énergie potentielle est extrémale (maximale ou minimale) 
en 0M . 

La condition de stabilité peut, donc s’exprimer de la façon suivante : 

- Equilibre stable : 0
0

<




∂

∂

q
q

Fτ ⇒ 0

0

2

2

>







=qq

p

dq

Ed
 ( PE  est minimale en ( )00 qM ) 

- Equilibre instable : 0
0

>




∂

∂

q
q

Fτ ⇒ 0

0

2

2

<







=qq

p

dq

Ed
 ( PE  est maximale en ( )00 qM ) 

- Equilibre indifférent : 0
0

=




∂

∂

q
q

Fτ ⇒ 0

0

2

2

=







=qq

p

dq

Ed
 

 
Exemple : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M  
M  

M  0M  0M  

0M  

R
r

 

P
r

 

R
r

 

P
r

 

R
r

 

P
r

 

0M  position d’équilibre stable Equilibre instable Equilibre indifférent 
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Chapitre VI Applications 
 
I. Oscillateurs Harmoniques 
Oscillateur harmonique non amorti 

On appelle oscillateur harmonique non amorti, tout système physique qui obéit à 

l’équation différentielle suivante : 02
0 =+ xx ω&& (*) 

0ω  : pulsation propre 

0
0

2
ω
π

=T  : période propre 

T
N

1
0 =  : fréquence propre 

( )txx =  : grandeur caractéristique du système ; distance, angle ; etc… 

( )
2

2

dx

txd
x =&&  : accélération du point M. 

L’équation caractéristique de l’équation (*) s’écrit : 02
0

2 =+ ωr  ⇒ 0ωir ±=  

La solution de (*) est : ( ) ( ) ( )titi BeAetx 00 ωω −+=  qui peut s’écrire sous la forme suivante : 
( ) ( )ϕω += tcosxtx m 0  

mx  : amplitude du mouvement 

ϕ  : phase à l’origine 

mx  et ϕ  sont des constantes calculées à partir des conditions initiales. 

0=x  : position d’équilibre stable autour de laquelle le système oscille. 
 
Exemple d’un oscillateur harmonique non amorti 
 

-Ressort horizontal : 
Par application des théorèmes généraux 

de la dynamique on obtient, pour le cas d’un 
mouvement sans frottement, l’équation 
différentielle suivante vérifiée par la variable x : 

02
0 =+ xx ω&&  avec 

m

k
=0ω , k est la raideur du 

ressort. 
 
 

-Pendule simple 
Si on néglige les frottements dues à l’air, on 

trouve l’équation différentielle suivante, déduite de 
l’application des théorèmes généraux de la 
dynamique : 

( ) 02
0 =+ ϕωϕ sin&&  avec 

l

g
=0ω  

l  est la longueur du fil inextensible. 
Si l’angle ϕ  est faible , cette équation 

s’écrit :  

02
0 =+ ϕωϕ&&  

 
 
 
Oscillateur harmonique amorti (Oscillateur libre amorti) 

Un oscillateur harmonique est dit amorti s’il est soumis à l’action d’une force de 
frottement agissant en sens contraire de son mouvement. C’est un oscillateur dont l’équation 
du mouvement est de type : 

02 2
0 =++ xxx ωλ &&& (**) 
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L’équation caractéristique de (**) s’écrit : 

02 2
0

2 =++ ωλrr  et 2
0

2 ωλ∆ −=′  

 
cas d’un amortissement important (régime sur amorti) 

02
0

2 >−=′ ωλ∆ ⇒ 0ωλ >  

La solution ( )tx  a la forme suivante : 

( ) 





 +=

′′−− t

BeAeetx tt ∆∆λ  

Après un certain temps, on remarque que : 
 - Le système revient à sa position d’équilibre sans osciller. Le mouvement est dit 
apériodique (mouvement non périodique). On dit aussi régime apériodique. 
 - Plus λ est grand (frottement important), plus le système mettra du temps à revenir à 
sa position d’équilibre. 
 - Quand le système est sur-amorti, toute oscillation a disparu. Ce système peut ne pas 
être utile pour étudier les mouvements des sols car il n’est pas possible que le sismomètre 
enregistre correctement ces mouvements. 
 
cas d’un amortissement critique (régime critique) 

02
0

2 =−=′ ωλ∆  ⇒ 0ωλ =  

La solution ( )tX  a la forme suivante : 

( ) ( )BtAetx t += −λ  
C’est un mouvement apériodique critique limitant le mouvement pseudo périodique et 

le mouvement apériodique. Il est plus rapide que le mouvement apériodique. Le système 
revient sans osciller à position d’équilibre sans la quitter. 
 
cas d’un amortissement faible (régime sous amorti) 

02
0

2 <−=′ ωλ∆  ⇒ 0ωλ <  

L’équation caractéristique a donc deux racines complexes. La solution ( )tx  a la forme 
suivante : 

( ) ( )ttt BeAeetx ωωλ += −−  avec 22
0 λωω −=  

qui peut s’écrire aussi :  

( ) ( )ϕωλ += − tcosAetx t  

L’allure de la solution ( )tx  est bien une sinusoïdale en enveloppée par deux courbes 

exponentielles d’équations ( ) tAetx λ−±= . Il s’agit d’un mouvement amorti de pseudo période T 
(périodicité dans le temps ave diminution de l’amplitude). On l’appelle aussi mouvement 
sinusoïdale exponentiellement amorti (sous amortissement). La pseudo période de l’oscillateur 
reste toujours supérieure à la période propre T0. de plus, la solution ( )tx  tend à annuler après 
un certain temps. 

2
1

2

0
02

0

0
1

1

122
−























−=









−

==
ω
λ

ω
λω

π
ω
π

TT  

 
Oscillateur forcé 

Dans le cas d’un oscillateur libre amorti, le système une fois écarté de sa position 
d’équilibre stable y revient sans effectuer d’oscillations dans le cas où ( 0ωλ >  ou 0ωλ = ). 

Après un certain nombre d’oscillations, le système revient à sa position d’équilibre lorsque 
( 0ωλ < ). Pour entretenir ces oscillations avec une amplitude constante, il faut imposer une 

force excitatrice à cet oscillateur. Cette force fournit à l’oscillateur autant d’énergie qu’il en 
perd (via la force de viscosité ou de frottement) au cours de chaque période. 
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Exemple : Ressort horizontal 
 
 
 
 
 
 
 
Bilan des forces : 

- ( ) ( )itcosFtF
rr

Ω0=  : Force excitatrice ( 0F  et Ω  désignent respectivement l’amplitude et la 

pulsation des oscillations forcées.  

- ( ) ( )itkxtFr

rr
−=  : Force de rappel du ressort 

- jmgP
rr

−=  : Poids de la masse m 

- R
r

 : Réaction du support : nt RRR
rrr

+= , ( )itxCRt

r
&

r
−=  et jRR nn

rrr
=  

P.F.D dans ℜ : ( )itcosFjRixCjmgikxixm n

rrrr
&

rrr
&& Ω0++−−−=  ⇒ ( )tcosFxCkxxm Ω0+−−= &&&  

⇒ ( )tcosFxCkxxm Ω0=++ &&&  

⇒ ( )tcosxxxx Ωωωλ 0
2
0

2
02 =++ &&&  avec 

m

C

2
=λ , 

m

k
=2

0ω  et 
k

F
x 0

0 =  

 
La solution approximative de cette équation s’écrit : ( ) ( )φΩ +≈ tcosAtx  où A et φ  sont 

des constantes à déterminer. 
 
Détermination des constantes A et φ : 

( ) ( )φΩ +≈ tcosAtx  ⇒ ( )φΩΩ +−≈ tsinAx& , ( )φΩΩ +−≈ tcosAx 2&&  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )tcosxtcosAtsinAtcosA ΩωφΩωφΩΩλφΩΩ 0
2
0

2
0

2 2 =+++−+−  

A et φ  sont indépendante du temps, on peut les déterminer en considérant : 

 - 0=+ φΩt  ⇒ φΩ −=t  ⇒ ( )φωωΩ cosxAA 0
2
0

2
0

2 =+−  

 - 
2
π

φΩ =+t  ⇒ ( )φωφ
π

ωΩλ sinxcosxA 0
2
00

2
0 2

2 =







−=−  

⇒ ( )
0

2
0

2
0

2

x

AA
cos

ω

ωΩ
φ

+−
=  et ( )

0
2
0

2

x

A
sin

ω

Ωλ
φ

−
=  ⇒  1

2
2

0
2
0

2

0
2
0

2
0

2

=












 −
+













 +−

x

A

x

AA

ω

Ωλ

ω

ωΩ
 

⇒ 
( ) ( ) 22222

0

0

22222
0

0
2
0

44 ΩλΩωΩλΩω

ω

+−
=

+−
= m

F
x

A  et  ( )
2
0

2

0
2
0

2
0

2
0

2
0 2

2

ωΩ

Ωλ

ω

ωΩ

ω

Ωλ

φ
−

=
+−

−

=
A

x

AA

x

A

tan  

On pose ( ) ( ) 22222
0 4 ΩλΩωΩ +−=f  ⇒ ( )

( )Ω

ω
Ω

f

x
A 0

2
0= ⇒ si 00 xA →⇒→Ω , si 

0→⇒∞→ AΩ  
La fonction ( )ΩA  est extrémale si ( )Ωf  est extrémale. 

( ) ( ) 084 222
0 =+−−= ΩλΩωΩ

Ω
Ω

d

df
 ⇒ 0=Ω  ou ff ΩλωΩ =−= 2

0 21  avec 
2

1

0
<=

ω
λ

λf  

⇒ si 00 xA =⇒=Ω , si 
( )24

0
2

0
2
0

14 ff

f

x
A

λωλ

ω
ΩΩ

−
=⇒=  

⇒ L’amplitude maximale est : 
( )2

0

12 ff

max

x
A

λλ −
=  

Si maxAA = , on dit qu’il y a une résonance d’amplitude entre l’oscillateur et la force 

excitatrice. 
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II. Mouvements à Forces Centrales 

On dit que M est soumis à une force centrale F
r

 lorsqu’il existe un point O fixe dans (ℜ) 

galiléen tel que, à chaque instant, F  et  OM//F
rr

 ne dépend que de OM=ρ . 

 
 
 

OM

OM
e =ρ
r

, ρρ e)t,(FF
rr

=  

 
 

 
 

 
Exemple de forces centrales 
 

Interaction gravitationnelle 
 
 

Loi de Newton : ρe
²OM

mm
GF MO

rr
1−=→   

G : constante de gravitation ( 231 −−= smkg6,67.10G -11 ) 

Si O est fixe dans un référentiel galiléen : 
²

mGm

²OM

mm
G)M(F

ρ
11 −

=−=  

La force gravitationnelle est une force centrale (exemple : soleil – planète, planète – 
satellite) 
 

Interaction coulombienne 
         OM=ρ  

 

Loi de Coulomb : ρπε
e

²r

qq
F MO

rr
1

04
1

=→  (dans le vide) où 
0
ε  est la permittivité électrique 

du vide ( 4232-2 sAkg.m..CN.m. −== 99

0
109109

4
1
πε

). 

Cette force est une force centrale si O est fixe dans (ℜ) galiléen (exemple : proton – 
électron) 
 

Interaction newtonienne 

C’est une force s’exprimant sous la forme ρρ
e

²

k
F MO

rr −
=→  ( OM=ρ ). Elle est attractive si 

0>k , et répulsive si 0<k . L’interaction newtonienne est un exemple de force centrale 
 

Lorsque un point matériel est soumis à une force centrale : 
- le moment cinétique par rapport au point O se conserve au cours du temps. 

( )
0
rrr

=∧=
ℜ

ℜ
FOM

/dt

/Md Oσ  ⇒ ( ) cte/MO =ℜσ
r

 

- la trajectoire est plane et appartenant au plan formé par OM  et ( )ℜ/MV
r

. 
 
Lois des aires 

 Considérons une particule matérielle M soumise à une force centrale F
r

 de centre le 
point O. Donc le mouvement de M est plan supposé le plan (xoy). 
 Soient M et M’ deux position voisines de la particule, sur sa trajectoire, aux instants t et 

t + dt. Par définition le vecteur vitesse de la particule est : ( )
ℜ

=
ℜ

=ℜ
/dt

'MM

/dt

OMd
/MV

r
 

F
r

 

M  

ρe
r

 

z  

O  

y  

x  

( )C  

•  

ρe
r

 m  

O  M  

1m  

ρe
r

 q  

O  M  

1q  
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⇒ ( )dt/MV'MM ℜ=
r

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Comme M et M’ sont très voisines, on peut confondre l’arc MM’ et le segment MM’. Soit 

ds l’aire du triangle OMM’ : ( ) ( )dt/MVOMMMOMMOMAds ℜ∧=′∧=′=
r

2
1

2
1

 

( ) ( )ℜ∧=ℜ= /MVmOM/MOO

rr
σσ  ⇒ cte

mdt

ds O ==
2
σ

 : la vitesse aréolaire (Loi de Kepler ou 

loi des aires) 

 ρρeOM
r

=  ⇒ ( ) ϕρ ϕρρ ee/MV
r
&

r
&

r
+=ℜ  ⇒ ( ) km/MO

r
&

r
ϕρσ 2=ℜ ⇒ ϕρσ &2mO =  

⇒ CA
m
O === 22 σ

ϕρ &  : constante des aires 

 
Formules de Binet 
1ère loi de Binet 
Le vecteur vitesse dans le référentiel ℜ en coordonnées polaires s’écrit : 

( ) ϕρ ϕρρ ee/MV
r
&

r
&

r
+=ℜ  

On pose 
ϕ

ϕρ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ρρ

ρ
ρ d

du
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d
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d
u &

&
&& 2

22
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===⇒=  

ϕ
ρϕρ

d
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CC −=⇒= &&2  ⇒ ( ) ϕρϕ
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d
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

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







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


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


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2
22

u
d
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C/MV

ϕ

r
 : 1ère formule de Binet 

 
2ème loi de Binet 

( ) ( ) ( ) ϕρ ϕρϕρϕρργ ee/M
r

&&&&
r

&&&
r

++−=ℜ 22  

( ) ( )
0

11
2

2

===+
dt

Cd

dt

d

ρ
ϕρ

ρ
ϕρϕρ

&
&&&&  ⇒ ( ) ( ) ρϕρργ e/M

r
&&&

r 2−=ℜ  

2

2
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ρ
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d
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d

d
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d

d
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C
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d
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C
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
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rr



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





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2
22   

⇒ ( ) ρ
ϕ

γ eu
d

ud
umC/MmF

rrr











+−=ℜ=

2

2
22  : 2ème formule de Binet 

La 2ème loi de Binet permet de déterminer ( )ϕρρ = , si on connaît la force F
r

 et les 

conditions initiales. Elle permet aussi de déterminer l’expression de F
r

 si ( )ϕρρ =  est connue. 

( )ℜ/MV
r

 

( )ℜ/MOσ
r

 

ds  

( )dttM +′  

( )tM  

O  

y  

x  

( )C  

•  
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Equation de la trajectoire 
Soit un point matériel M de masse m en mouvement et soumis à l’action d’une force 

centrale ρ
ρ

e
k

F
rr

2
−=  de centre le point O avec k est un scalaire positif. 

D’après la 2ème loi de Binet permet on aura : 










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



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
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
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

−=−⇒
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


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
+−=−

ρϕ

ρ

ρρϕρ
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2

22

2
22

2 d

d
C

m
k

u
d
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umC

k
 

La solution de cette équation sans second membre est : ( )φϕ
ρ

−= cosa
1

 où a et φ  sont 

des constantes d’intégration qui dépendent des conditions initiales. 

Une solution particulière d’une telle équation est :
2

1

mC

k
=

ρ
 

Donc, la solution finale est : ( )
2

1

mC

k
cosa +−= φϕ

ρ
 

L’axe polaire peut être toujours choisit de façon à ce que 0=φ , donc la solution de 

l’équation du mouvement devient : ( )
2

1

mC

k
cosa += ϕ

ρ
 qui peut être mise sous la forme 

suivante : ( )ϕρ
cose

p

+
=

1
 où 

k

mC
p

2

=  et ape =  

Cette dernière équation représente l’équation d’une conique dont le foyer coïncide avec 
l’origine O. alors p et e représentent respectivement le paramètre et l’excentricité de la 
conique. 

Si on prend l’axe (Ox) comme axe de la conique on obtient ( )ϕρ cosx = , ( )ϕρ siny =   

( )ϕρ
cose

p

+
=

1
 ⇒ ( ) expexcosep −=⇒+=+= ρρϕρρ  

222 yx +=ρ  ⇒ 22222 2 yxxepexp +=+−  ⇒ ( ) 021 2222 =−++− ppexyxe  

La nature de la trajectoire dépend de la valeur de e : 

- Si e = 0 ⇒ 222 pyx =+  ⇒ la trajectoire est un cercle. 

- Si e = 1 ⇒ 0
2

22 =







−= x

p
py  ⇒ la trajectoire est une parabole 

Si 1≠e  ⇒ 
( )22

2

2
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2
111 e
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e
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−
+
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

−
+  
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ep
xX

−
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Si 10 << e  ⇒ 1
2

2

2

2

=+
B

Y

A

X
 avec 

( )22

2
2

1 e

p
A

−
=  et 

2

2
2

1 e

p
B

−
=  ⇒ la trajectoire est une 

ellipse. 

Si 1>e ⇒ 1
2

2

2

2

=−
B

Y

A

X
 avec 

( )22

2
2

1 e

p
A

−
=  et 

12

2
2

−
=

e

p
B  ⇒ la trajectoire est une hyperbole. 

 
Energie mécanique 

L’énergie mécanique du point matériel M s’écrit : 
( ) ( ) ( )ℜ+ℜ=ℜ /ME/ME/ME PCm  
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ρ
ρ

e
k

F
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2
−=  ⇒ ( ) ( ) 
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⇒ ( ) PdE/FdW =ℜ
r

 avec cte
k

EP +−=
ρ

 

⇒ F
r

 est une force conservative dérivant d’une énergie potentielles ( ) cte
k

/MEP +−=ℜ
ρ

 

On choisit la référence de l’énergie potentielle à l’infini c'est-à-dire  ( ) 0=ℜ/MEP  si 

∞→ρ  ⇒ 0=cte ⇒ ( )
ρ
k

/MEP −=ℜ  

⇒ ( ) ( )
p
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kku/MEP

ϕ+
−=−=ℜ

1
 

L’énergie cinétique de M est : 
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L’énergie mécanique est : 

( ) ( )[ ] ( )
p

cose
kcosee

p

k
/MEm

ϕ
ϕ
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−++=ℜ

1
21

2
2  

⇒ ( ) [ ]1
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La force F
r

 est conservative, donc l’énergie mécanique est constante 
⇒ ( ) ( ) 00 EtEtE mm ===  

⇒ [ ]1
2

2
0 −= e

p

k
E  

Si on connaît la valeur de 0E , on peut déterminer celle de e et déduire ainsi la nature 

de la conique. 

La valeur initiale de l’énergie mécanique est : 
0

2
00 2

1
ρ
k

mVE −= , 
Kmk

mC
p O

22 σ
==  

* 0V  est le module du vecteur vitesse initial 

* 0ρ  est le module du vecteur position initial 

* ( ) ( )ℜ∧=ℜ∧= /MVmOM/MVmOMO 00

rr
σ  

- Si e = 0 ⇒ 
p

k
E

20 −=  ⇒ la conique est un cercle. 

- Si e = 1 ⇒ 00 =E  ⇒ la conique est une parabole 

- Si 10 << e  ⇒ 0
2 0 <<− E
p

k
 ⇒ la conique est une ellipse. 

- Si 1>e ⇒ 00 >E  ⇒ la conique est une hyperbole. 



 


